Masse Volumique Equivalente, g1

EXISTE-IL UNE MASSE
VOLUMIQUE EQUIVALENTE ?

permettant le calcul de I'Altitude Balistique de Cumination
d’'une fusée au moyen de la formule analytique claisgie
relatant la projection verticale d’'un corps apSCx constant ?

Ceci est la premiére version de ce texte
datée du 04/04/2008

Faites-nous part de vos remarques...

Lorsqu’une fusée s’éleve verticalement sur son afags la fin de sa phase
propulsive, son Altitude de Culmination (mesuréedaasus de son point de Fin de
Propulsion) est calculable analytiguement.

La formule donnant cette hauteaalistiquede culmination est :

Formule (1)
Ve 2
HBaICuIm: Yo DBaI Ln [(1 + Fltjzro )]

expression ou :

—~>Hpacum €st l'altitudebalistiquede culmination, c-a-d
I'altitude mesurée au-dessus de l'altitude de Ein d
Propulsion,

->Dgy est la Distance Balistique, définie :

— soitcomme l'inverse du coefficient balistique ol de la

M

=%p SCx)

— soit comme la distance qu'’il faudrait a la fuséarpwir sa
vitesse divisée pa = 2,718base des logarithmes
naturels) sous l'action de la seule trainée atmérigpne
(sans effet de la gravité, a I'occasion d’un tiribontal,
par exemple, ou dans une bulle d’'atmosphere eteprbi
(voir notre textd_a fusée en Vol Balistigle

> Vrinprop€St la Vitesse de Fin de Propulsion de la fusée,

—>U est la Vitesse Limite (ou Vitesse de Chute Stadd) de la
fusée.

Fusée(a savoir Dgjy

Comme cette Vitesse Limitéd admet également la formulation :

U = \/gDgal
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Masse Volumique Equivalente, @2

...0on peut également utiliser la relation :

Formule (2)
V . 2
HBaICuIm: Y2 DBaI{ Ln [(1 * gFIE;BrZI )]

expression ou :

> Hpgacum €st I'altitudebalistiquede culmination, c-a-d
I'altitude mesurée au-dessus de l'altitude de &in d
Propulsion,

—>Dgq est la Distance Balistique, définie, soit :

— comme l'inverse du coefficient balistique du Volldd-usée

. . M
(a savoir Dgy =45 SCx 0 SCX)

— comme la distance qu’il faudrait a la fusée pair sa
vitesse divisée par = 2,718sous I'action de la seule
trainée atmosphérique (sans effet de la gravité, a
I'occasion d’un tir horizontal, par exemple, ou same
bulle d’'atmosphere en orbite)

> Vrinprop€St la Vitesse de Fin de Propulsion de la fusée,

—>etgl'accélération de la pesanteur

Pour mémoire, nous donnons en fin de texte un apemmettant le calcul
rapide de cette fameuse Distance Balistique ertitonde la Masse Balistiqud de la
fusée et en fonction de son diamétre.

Cependant, les formulations que nous venons deme¥ssont le fruit d’'une
intégration de I'équation différentielle du mouvaerhbasée sur la constande la
Masse Volumique de I'air traveréé

La raison en est qu’il n’est pas possible, a nobrenaissance, d’intégrer
analytiquement les équations différentielles derégection verticale d'un corps
(comme de sa chute aérienfig en considérant la Masse Volumique de I'air trage
comme variable.

Pour les fusées que leurs performances projetenidaas I'espace, on est
donc en droit de s’interroger sur I'erreur que lmmmet en utilisant ces formulep a
4
constant...

Gil Denis note en effet, dans Le Vol de la Fusé&&g gne altitude d&000 m
la Masse Volumique de l'air a déja diminuéldk%. Bien s(r, cette diminution ne

! c-a-d la masse de la fusée lorsqu’elle s’est édiép son carburant.

2 Ainsi, évidemment, que sur la constance du SCx.

% Voir nos différent textes a ce suijet.

* Dans ce texte, lorsque nous utiliserons le sympale sera toujours pour qualifier la Masse
Volumique de l'air traversé par la fusée...
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Masse Volumique Equivalente, §3

concerne que la partie haute de la trajectoirestiglie, mais elle n’est pas
négligeable® ...

Est-il alors possible de déterminer une Masse VaumEquivalente de I'air
traversé, Masse Volumique constaqte, utilisée dans les formules analytiques ci-
dessus, donnerait une Altitude Balistique de Cuhitidm €gale a l'altitude réellement
atteinte par la fusée au-dessus de son Point ddeHfropulsion ?

Teneur de ce texte :

Dans ce texte, nous montrerons que ouli.

Nous dégagerons en effet une loi donnant, aveprguision suffisante, la
Masse Volumique Aérienne Equivalente recherchéis montrerons également que la
fusée traverse un air possédant cette Masse Valentiquivalente aux alentours des
40 % de son Altitude de Culmination (cette altitudedmssus du pont de Fin de
Propulsion étant calculée analytiquement d’apréddase Volumique de l'air en ce
point)...

Limitation de cette étude

Nous ne nous intéresserons qu’aux fusées animaesmuvement vertical
(ou assimilé). La recherche d’une Masse Volumigédekine Equivalente pour un vol
oblique serait d’'une autre complication. Nous csmas I'espoir que le présent texte
serait utile lors de cette recherche...

Nous limiterons également cette étude aux fuséem@biles) de&SCx
constant... En subsonique basChe des fusées connait une petite diminution liée a
I’évolution de la friction de I'air sur sa parogduelle friction est primordiale dans
I'établissement de déx... (voir notre texte Le Cx des fusées).

® Nous reviendrons sur le fait que la fusée bringuaméme la plus grande part de son capital
de vitesse dans la premiére moitié de son trajecitir a ce sujet notre texté&xiste-il un Cx équivalent

pour les fusées 2.
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Masse Volumique Equivalente, 4

Résolution par la moyenne

La premiére proposition de Masse Volumique Aériefigaivalente qu’on
peut imaginer est celle d'une Masse Volumiqueyenneentre celle de la Fin de
Propulsion de celle de Culmination (et pawyennenous entendons ici le moyenne
arithmétique).

Par exemple, une telle Masse Volumique moyennét sinsinuée de quelque
5 % par rapport a celle de Fin de Propulsion pourautaination a1000 m si I'on en
croit la remarque ci-dessus de Gil Denis.

De fait, cette moyenne est frequemment proposée ldarextes fuséistes.

Ce raisonnement par la moyenne constitue une pre@gproche ; mais on
peut espérer trouver une Masse Volumique Aérierquavalente un peu plus précise...

Pour ce faire attachons-nous a comprendre comra¢milsphére (et surtout
sa Masse Volumique) évolue avec l'altitude...

Expression de I'Atmosphére Standard en fonction deAltitude :

Dans la pratique, la masse Volumique de I'air reti@par nos engins
d’amateurs ne varie pas enormément au cours dedeudéanmoins, elle varie.

Le Vol de la Fusée, de Gil Denis, propose par exempe loi d’évolution
hyperboliquede la Masse Volumique Aérienpg) en fonction de I'altitudén exprimée
enm :

Formule (3)

__20000-h
P®=P0 20000 + h

Gil Denis précise qu'on peut se contenter de cédienule simplifiée” pour
les altitudes inférieuresa.000 m

Le paramétr@o est la Masse Volumique de I'air mesurée alf soklle est
évidemment variable selon la pression atmosphériégrant sur les lieux du
lancement...

Etendons-nous un instant sur la représentationémattique de la Masse
Volumique de I'air en fonction de I'altitude.

L’atmosphére qui nous entoure (et qui nous surp&rabt terriblement
variable. Selon la situation météorologique, ladfévolution de la Masse Volumique
de l'air selon I'altitude sera tres différente. Aims de posséder des releves

® On peut prendre également comme Masse Volumigtialénla Masse Volumique &
I'altitude de Fin de Propulsion. Nous y revenongean plus loin...
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Masse Volumique Equivalente, g%

altimétriques des différents parametres en jeudéaiure, taux d’humidité, vitesse des
vents), on ne pourra donc que proposer une motiéhsdiun état moyenle
I'atmosphere. On nomme I'atmosphére supposée adrgtat moyetmosphere
Standard, ouAtmosphére Moyenne

Planéte-Sciences et le CNES proposent ainsi utedald’Atmosphere
Moyenne, a I'usage des lanceurs de ballons expataug :

Altitude | Accélération | Température | Nombre Masse Rapport Célénité | Rapportdes | Rapportdes | Rapport
(m) de la ("K) Volumique | Velumique des masses du son ViSCOsités conductivités des
pesanteur (m™) (kgm™) volumigues (ms) | cinématiques | thermiques | pressions
(m.s™)
0 9.8066 288 2,54e25 | 1,22 1 340 1 1 1
1000 9.8036 281 2,31e25 | 1,11 0,90 336 1,08 0.979 0,887
2000 9.8005 275 2,09e25 | 1,00 0,82 332 1,17 0.959 0,784
3000 9.7974 268 1,89e25 | 0,90 0,74 328 1,27 1.270 0,938
4000 9.7943 262 1,70e25 | 0,82 0.66 324 1,38 0,918 0.608
5000 9.7912 255 1,53e25 10,73 0.60 320 1,51 0.897 0,533
6000 9.,7882 249 1.37e25 | 0,66 0.53 316 1.65 0.876 0.466
7000 9.7851 242 1,22e25 | 0,59 0.48 312 1.81 0.855 0,405
8000 9.7820 236 1,09e25 | 0,52 0.42 308 1,98 0.834 0,351
9000 9.7789 229 9,70e24 | 046 0,38 303 2,18 0.813 0,303
10000 |9.7759 223 8,50e24 | 0,41 0,33 299 241 0.790 0,261
11000 |9.7728 216 7,58e24 0,36 0,29 295 2,66 0.770 0,224
12000 |9.7697 216 6,48e24 | 0,31 0,25 295 3.11 0.770 0,191
13000 |9.7667 216 5,54e24 0,26 0,21 295 3,65 0.770 0,163
14000 |9.7636 216 4,73e24 10,22 0,18 295 4,27 0.770 0,139
15000 |9.7605 216 4,04e24 | 0,19 0,15 295 4,99 0.770 0,119
16000 |9.7575 216 3.46e24 | 0,16 0,13 295 5,84 0.770 0,102
17000 |9.7544 216 2,95¢24 | 0,14 0,11 295 6,83 0.770 0,087
18000 |9.7513 216 2,52e24 | 0,12 0,09 295 8,00 0.770 0,0746
19000 |9.7483 216 2,16e24 | 0,10 0,08 295 9,35 0.770 0,0638
20000 |9.7452 216 1,84e24 | 0,08 0,07 295 10.9 0.770 0,0545

Source Cahier CNES Planéte-Sciences

Cette table constituera notre référence, en péigiqoour ce qui est du seul
parameétre qui nous intéresse dans cette étudeadadWwolumique Aérienne.

Il est aisé de reporter ces valeurs sur un graptie kes confronter a diverses
formulations mathématiques souvent proposées.

Parmi celles-ci, nous avons déja cité celle pré&gnpar Gil Denis. Elle se
rapproche de facon satisfaisante des caractéesti@uoncées par le tableau précéedent :

_ 20000 —h
Pt =Po 20000 + h

avecpo la Masse Volumique de l'air au sollet'altitude en metres.
D’une fagon générale, on pourra donner a cette &dstumique Aérienne de
référenceo la valeur del,225 kg/ni pour de I'air 45 K au niveau de la mer.

Sil'on n’est pas au niveau de la mer, il conviendieffectuer une
correction...
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Masse Volumique Equivalente, @&

Une deuxiéme loi provient de I'intégration analytgdu poids de la colonne
d’air au-dessus du sol, cette colonne d’air étappeséesotherme c-a-d a température
constante. Les mathématiques ont voulu cette jpbeantielle :

-h
Pn) = Po Exp( 8430)

avecpo la Masse Volumique Aérienne au sohdtaltitude en metres.
Nous expliquons la fagon d’obtenir cette loi dane note , en fin de texte.

Mais cette représentation de I'atmosphére ne ppascen compte I'évolution
de la température avec l'altitude (c’est pourguol’'appelleraloi isothermé. Or la
température de I'air diminue & un rythme moye@eK par kilométre daltitude’

Par chance, une modification du coeffici8dB80en9700rapproche de fagon
trés satisfaisante cette loi des caractéristigtiebwes a I'’Atmosphere Moyenne :

Formule (4)

—h
phy= Po EXp( 9700)

avecpo la Masse Volumique Aérienne au sohdtaltitude en métres.

Il est trés profitable de remarquer ici que ce ticeht 9700possede la
dimension d’'une altitude (ici en métres) : Cettdéwale de9700 ma une signification
physique : c’est celle ou la Masse Volumique die 8a trouve divisée parpar rapport
a la Masse Volumiqugy existant au sol...

Nous appellerons cette loExponentielle corrigée

Reconnaissons cependant que cette correction estourection “a vue” (elle
n'est pas argumentée mathématiquement). Mais ®tlpagticulierement conforme aux
données de I'Atmosphére Moyenne jusgBC0 m

Un jeu limité de formulations exponentielles deyge permet d’ailleurs de
décrire de fagon satisfaisante I'évolution de lassB&gVolumique Aérienne jusqu’a de
tres hautes altitudescela constitue le modéle de Chapman qu'utiligempratiquants
de l'activitéBallons a hélium.

Il est cependant possible d’établir mathématiquémea loi d’évolution de la
Masse Volumique moyenne de l'air en se basaniestiaux de variation moyen de

" On peut I'observer dans Table de I'atmosphére moyenpeésentée ci-dessus.
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Masse Volumique Equivalente, g7

6,5 K par kilométre d’altitude dont nous avons fait €iadlessus. Cette démarche est
détaillée également dans la note annexée en fiextie. Elle conduit a la loi d’évolution
de la Masse Volumique de I'air en fonction de itatie :

6’5h 4,255
p= po(l _1000 TO)
expression ou :

p est la Pression de l'air a I'altitudhe,

po €tTo la Masse Volumique et la Température Absolue de
I'air & l'origine des altitudes (a = 0, donc),

6,5 un taux moyen d’évolution de la température avec
l'altitude, enK/Km,

h est l'altitude erm

To est la température a I'origine des altitudes,

4,255un exposant lié au taux moyérb.

Cette loi est tout a fait conforme aux Masses Vadum que I'on peut relever,
en moyenne, en fonction de l'altitude.

Une autre tentative de formulation prend comme das#epart I'égalité :

—h
Py = po EXp( 8400)

... en considérant que les particules d’air évolueoi, pas isothermiquement
mais_adiabatiguemefitad sans échange avec I'extérieur).

Cette nouvelle intégration produit la formulation :

Formule (5)

Ity —
) (1 h ly-1
P =Po\+L—H

avecHo une altitude caractéristique qui est fixée, pair sec,
a29280 m

Toutefois, cette représentation de la Masse Volumiyérienne calque
beaucoup mieux avec celle des tables de I'Atmogplikyenne lorsqu’on utilise une
altitude caractéristique &¥'500 m.® Nous n’avons pas explicité cette intégration dans
nos notes de fin de texte puisqu’elle donne unltasmoins satisfaisant.

8 Ceci est peut-étre d, entre autre, au fait caied'st, de facon moyenne, rarement sec.
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Masse Volumique Equivalente, §8

Voici une représentation de ces différentes fortiuia de la Masse
Volumique Aérienne :

Différentes formules et relevés de la Masse Volumiq  ue selon l'altitude — Rho
Exponentielle
Isotherme
13 Rho
12 1 Exponentielle
TS Corrigé
——Rho
1,1 4 .
Hyperbolique
1 i
© Rho Atmosphere
2 09 adiabatique
3 27500m
i 0,8 - Rho Atmosphere
@ adiabatique
S 07 29280m
Table de
0,6 - 'atmosphére
moyenne
0.5 1 — Relevé pression
0,4 T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 80(

Rho gaz parfaits

. T linéaire
Altitude (m)

On voit que ces représentations sont vraimentlan#&es les unes dans les
autres, a part la courbe rouge inférieure (quiésgmte la Masse Volumique
Exponentielle Isotherme) ainsi que la courbe jguale supérieure (qui représente la
Masse Volumique Adiabatique non corrigée, a sasalculée a partir d'une altitude
caractéristique d29280 m alors que la courbe jaune plus franc (entreldeés les
autres) est basée sur une altitude caractéristigé500 m).

La courbe blanche (& peine visible sous les auypresjent de la table des
caractéristiques moyennes présentée plus hautabhgure de chiffres significatifs de
cette table fait qu’elle sinue Iégerement.

La courbe de couleur glaugliénomméeP gaz parfaits T linéaire) représente
d’autres relevés de la pression en altitude, g nous sur les bases d’un gaz parfait
et d'un taux de diminution de la température aledtitude de6,5 K par Km...

L’intrication des courbeExponentielle Corrigée, Rho HyperboligeieRho
Atmosphere adiabatique 2750@&tRho gaz parfaits T linéairavec les courbeRelevé
pressionet Table de I’Atmosphére Moyenn@ntre bien que nous disposons, pour ces
altitudes limitées, de formules mathématiques saiffiment représentatives des
caractéristiques de I’Atmosphere Moyenne, surtolhrs songe a la grande variabilité
de ladite atmosphere...

° Glauque : « D’un vert qui rappelle I'eau de méPetit Robert)
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Ceci étant, en complément de ces courbes nous ps@galement donner une
régression polynomiale parabolique assez précisexjmession hyperbolique de Gil
Denis ; il serait stupide de ne pas en faire mar(jpour les facilités d’intégration
analytique qu’elle recéle) :

Formule (6)
Py = 0,0000000035 hz — 0,000116 Ipg

Remarquons simplement que , contrairement aux ssiores hyperboliques et
exponentielles qui précedent, celle-ci n’arboregragacteur commun génégay, la
Masse Volumique au sol (ou au point de Fin de FAsiu'® ).

Nous représentons cette régression paraboliquessiedis, ainsi que, pour les
altitudes inférieures 8000 m une simple régression linéaire (en coulgauque :

Ph) = Po — 1,1 104 h

Différentes formules de la Masse Volumique selon I'a ltitude,
dont régression linéaire
1,3
1,2 .
RhoExponentielle
Corrigé
1,1 4
1 i
[
>
g
g 009
= rho parab
o Ny
simplifiée
i 0,8 - .
0
(9]
©
= 07
0,6
—— Rho Hyperbolique
0,5
0.4 ‘ T T ‘ T ‘ T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Altitude (m)

Comme la régression parabolique précédente, @sjtegsion linéaire n'arbore
cependant pas, en facteur commun général *

9voir notre note de fin de texte sur l&&nsportabilitd de la Masse Volumique de référence.
™ Une rapide réécriture permettrait de satisfaicetée condition.
12| est facile de I'adapter pour qu'elle satisfadseette condition.
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Bien qu’elle diverge nettement des courbes de lI@gphere Standard, une
telle régression linéaire gardera pourtant sa vadeur des altitudes de culmination
supérieures 8000 mpuisque, au cours du vol balistique d’'une fus@stdien dans les
parties basse et moyenne de ce vol que se predyrio$ des pertes par Trainée
Atmosphérique (nous y reviendrons).

Pour cette raison, il convient d’ailleurs de caterte éventuelle régression de
la courbe originale de la Masse Volumique Aériepoar se rapprocher de celle-ci aux
faibles et moyennes altitudes (et donc aux foriesses), ce calage pouvant d’ailleurs
entrainer I'abandon du tres mnémotechnique relipgpiédui vaut en moyenng 225a
15°C au niveau de la mer) pour une valeur un peu @iffeer...

Au gré des nécessités, il sera donc possible dsichone ou l'autre de ces
représentations de la Masse Volumique de I'AtmospMoyenne.

Expression de la Masse Volumigue de I'air traversgar un mobile
par rapport a sa Vitesse Instantanée :

Une autre forme d’expression de la Masse Volumiggreenne est recevable :
il s’agit de son expression par rapport a la Vedsstantanée du Projectile.

Cette expression sera approchée, mais I'erreungeémmettra en l'utilisant
sera minime...

Expliqguons-nous : Le Vol de la Fusée donne incidemnane expression de
I'altitude instantanée d’'un mobile projeté verterakent :

Formule (7)*

V . 2 2
hoy= % Deaf Ln[g (1 #22%)] —Ln[g (1 +(5)] }

expression ou :

h(, est l'altitudebalistiquement gagnee-a-d I'altitude mesurée
au-dessus de l'altitude de Fin de Propulsion,

Dga est la Distance Balistique précédemment définér @ ce
sujet notre textéa fusée en Vol Balistiqhie

Vrinprop€St la Vitesse de Fin de Propulsion de la fusée,

U est la Vitesse Limite (ou Vitesse de Chute Stedd) de la
fusée.

etvy la vitesse instantanée de la fusée.

Bien s0r, cette expression est donnée pour uneeM&dsimique Aérienne
constanteMais la Masse Volumique variant assez peu awdtitlide, on peut imaginer

13 Nous avons cependant aménagé cette expressiongspecter les conventions symboliques
qui nous sont habituelles.
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que la loi de vitesse sur laquelle est basée erfteession sera peu modifik@es d’'un
vol ou la Masse Volumique serait variable.

Mettons nous en devoir d’estimer I'erreur qu’emteaia cette application
quelque peu cavaliére de la formulation de I'adtéu

La véritable erreur est assez difficile a déterminais il est assez simple de
construire un tableau Pas a Pas Excel permettailaation du vol balistique d’'un
mobile traversant un air de Masse Volumique vagiabl

En poussant au maximum les choses, c-a-d en faiakntler a ce simulateur
I'Altitude de Culmination™* pour une fusée d2250 mde Distance Balistique
projetée 850 m/s °, il se dégage que I'altitude réeliamtteinte est d@114 malors
gu’un calcul analytique basé sur la Masse Volumi§éeenne prise au point de Fin de
Propulsion promet seulement une altitud2e8 m

Les deux Masses Volumiques rencontrées par la fusés deux d’altitudes de
culmination @114et2208 n) différent alors de moins de%. 2

La modicité de cette erreur nous semble donc Hagitun calcul de la Masse
Volumique Aérienne basé sur I'Altitude Analytique Yol de la Fusée citée plus haut
(Altitude Analytique basée sur la Masse Volumigu&Eiénne constantet prise au point
de Fin de Propulsion).

14 Mesurée au-dessus de son point de Fin de Propulsi

15 30it une fusée de 500 g d’'un diamétre de 45 mufuetCx de 0,4.

18 vitesse quelque peu imaginaire dans notre étuskgvée aux objet subsonique puisque la
vitesse du son est de 340 m/s...

" Nous appelons souvent “réelle”, dans ce texatifude calculée par notre simulateur.
Celui-ci integre évidemment la variation de Massduvhique de I'air en fonction de l'altitude.

18 On peut reprendre également I'ordre de grandewredvariation de la Masse Volumique de
1 % par 100 m...
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Voici les courbes représentant I'évolution de chtsse Volumique Aérienne
en fonction de la Vitesse Instantanée de la fusseulée selon I'expression analytique
enp constant ci-dessus d’un part (en rouge) et cadqodé un tableau de simulation Pas
a Pas ep variable d’autre part (en fuchsia), ceci pour I®e¥se de Fin de Propulsion
quelque peu virtuelle d&@50 m/s *° et une Distance Balistique @850 m:

Masse Volumique de l'air traversé (calculée analyti  quement ou Pasa
Pas) selon la Vitesse Instantanée, pour VFinProp =3 50
100 1,25
90 +
= 1,20
g 80 + @
o 2]
=3 115 2
£ 70 + %
o jul
=) 60 + T
8 = r110 o
28 s0+ ©
@ 105 2
g |
@ 201 , 8
g 5
> s
30 +
3 L 100 o
8 @
20 + g
+ 0,95
10 +
0 : : : : : : 0,90
350 300 250 200 150 100 50 0
Vitesse Instantanée

On y lit bien I'erreur relative inférieurela% que nous annoncions plus haut.
Un balayage par notre tableau des Vitesses deeHRrapulsion et des Distances
Balistiques (dé0 a2250 nous prouve que cette erreur est ici a son manirfoe que
I'on pouvait subodorer intuitivement, mais il faag méfier de ses intuitions)...

D’autre part, pour les vitesses instantanées sigifement freinantes
(supérieures 800 m/9, I'écart entre les deux courbes est négligeablee propos,
nous avons représenté en turquoise le bilan irsstardes pertes de vitesses par Trainée
Aérodynamiqualepuis le début de la phase balistique%ede la Vitesse de Fin de
Propulsion).

La courbe de couleur glaugue représente le mérae instantané des pertes de
vitesses par Trainée Aérodynamique depuis le dibla phase balistique mais %n
des pertes totales de Vitesse par Trainée.

Ce bilan instantané de la courbe turquoise plafénme peu moins de0 %
puisque, durant lek8 secondes que dure la phase balistique, la gragitgpour~ g*18,
soit177 m/sce qui est un peu plus de la moitié 868 m/sde la Vitesse de Fin de
Propulsion.

9 Virtuelle parce que trop proche de celle du sdestthéanmoins cette vitesse extréme qui
illustre le mieux les limites de notre raisonnem@m&me si, dans ce texte, nous désirons nous graten
une réflexion subsonique)...
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La courbe de couleur glaugue indique bien dira m/s(moitié de la Vitesse
de Fin de Propulsion), la plus grosse part degepg@ar Trainée est déja acquigé %.

A la vitesse instantanée ol nos deux courbes deéMasiumique divergent
(c-a-d au moment ou notre erreur sur la Masseiojue pourrait devenir
pénalisante), soit50 m/s plus deB0 % des pertes de vitesses par Trainée sont déja
acquises.

Pour le méme projectile (Distance Balistique2@80 m), une Vitesse de Fin
de Propulsion de seulemetiO m/sraméne I'écart entre les deux courbes rouge et
fuchsia a presque rigf,05 %) :

Masse Volumique de l'air traversé (calculée analyti quement ou Pasa
Pas) selon la Vitesse Instantanée, pour VFinProp =1 50
100 1,25
90 +
+ 1,20
o 80+
3
= 1 1,15 =
9 & 70 | &
$5 60 L 3
g 1,10 o w
> o 29
=} i
g 507 ES
s g L 105 2 £
e 40 L ~
>
o ()
g 2
g 30 - 1,00 @
< =
20 +
+ 0,95
10 +
0 . T 0,90
150 100 50 0
Vitesse Instantanée

On doit noter que la part du capital de vitessdypen Trainée Aérodynamique
est beaucoup plus faibl2X %) et que cette perte est acquise plus t6t durardlle
(83 % a une vitesse moitié de celle de Fin de Propuls®a-d que les variations de
Masse Volumique Aérienne se feront encore moinsrsure pour le modéle de vol
précédent...

Ces réflexions nous confirment dans notre intuitjohl est recevable de baser
un calcul analytique de la Masse Volumique de bi@versé sur une valeur analytique
approximative de la hauteur instantanée (approxmagiarce que basée sur un calcul
analytique de la vitesse prenant la Masse Volumagqueme invariable et égale a celle
existant au point de Fin de Propulsion).
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Nous pouvons donc nous prévaloir, dans le calcla diéasse Volumique
Aérienne instantanée selon la vitesse, de I'exjmesmalytique approchée de l'altitude
déja énonceée :

Formule (7)
V . 2 2
hoy= % Deaf Ln[g (1 #2225 —Ln[g (1 #(5)] }

h( est l'altitudebalistiquement gagnéee-a-d l'altitude mesurée
au-dessus de l'altitude de Fin de Propulsion,

Dga est la Distance Balistique précédemment défing @ ce
sujet notre textéa fusée en Vol Balistiqglie

Vrinprop€St la Vitesse de Fin de Propulsion de la fusée,

U est la Vitesse Limite (ou Vitesse de Chute Stedd) de la
fusée.

ety la vitesse instantanée de la fusée.

Deés lors qu’on utilisera cette expression en ldgare de l'altitude dans
I'expression exponentielle de la Masse Volumiqueexéne, a savoir :

—hg
Pw = Po Exp( 970to)

...expression o est la Masse Volumique Aérienne au point de Fin de
Propulsion®

...on pourra espérer de la co-incidence des logaesheh de I'exponentielle
une appréciable simplification.

Effectivement, il se dégage trés vite I'expressaivante :

Formule (8)

U2 + v2 )(DBal/194OQ

pe = po ( U? + VEinprop

ou p) est la Masse Volumique Aérienne a la vitegge

po est la Masse Volumique Aérienne au point de FiRgpulsion

V() est la vitesse instantanée du mobile

U sa vitesse limite

VEinpropSa Vvitesse de fin de propulsion

et Dgy Sa Distance Balistique calculée d’aprés une Masse
Volumique Aérienne prise au point de Fin de Prapuls

2 Nous reviendrons sur teansportabilitéde cette loi exponentielle aux différentes alttsid.
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SiDga, la Distance Balistique du mobile, apparait em ggrexposant, elle
réside également, de facon implicite, dans la sédsniteU, puisque celle-ci vaut

\ 9Dgar -

Pour plus de limpidité on peut donc réécrire I'edgsion ci-dessous sous la
forme :

Formule (9)

(DBal/ 19400

_ ( gDgal + V(t)2 )
P)= Po g DBal + VFinProp2

qui est une bonne estimation de la Masse Volumilguiair rencontré
a chaque altitudpar la fusée selon sa vitesse instantanée.

Dans cette expression :
p) est la Masse Volumique Aérienne a la vitegge
po est la Masse Volumique Aérienne au point de FiRiagpulsion
V() est la vitesse instantanée du mobile
VrinpropSa Vvitesse de fin de propulsion
et Dgy Sa Distance Balistique calculée d’aprés une Masse
Volumique Aérienne prise au point de Fin de Prdpuls

Etant acquis que le carré de la Vitesse Lirtbitevaut gDgy 2%, on peut aussi
proposer I'expression équivalente :

Formule (8)

U?/ 19314
U2 + v 2 ( 0

P) = Po( U® + VFinPropz)

U étant la Vitesse Limite du mobile calculée d’apreae Masse Volumique
Aérienne prise au point de Fin de Propulsion.

...expression valable uniqguement sur notre planétdaitiqu’on a précisé la
valeur numeérique dg)

L’erreur de cette estimation est inférieur@,a % pour des projectiles de
Distances Balistiques allant 80 a 2250 met animés d’une vitesse initiale allant&de
a350 m/s

Présentons également deux autres expressions sidgla Masse Volumique
Aérienne rencontrée par un projectile en fonctiorieinps ou de sa vitesse instantanée
ces expressions étant toujours fondées sur la rmgpathése simplificatrice d’une
indifférence du mouvement a la variation de la Magslumique Aérienne. Elles sont
démontrées dans une note annexe proposée supagad’hysique de la fusée :

2L U commeDg, étant calculés & partir d’'une Masse Volumique Agréeprise au point de Fin
de Propulsion.
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La premiére donne un libellé assez simple de laskl&®lumique de l'air
traversé en fonction du temps :

t DBal/ 19400
p = poum [Tan(7 —)+ 1]

pcum €tant la Masse Volumique de I'air a I'Altitude delfination

t le temps restant a courir jusqu’a culmination

et Tgy €tant le Temps Balistique, calculé d’aprés uneddaslumique
Aérienne prise au point de Fin de Propulsién.

La deuxieme est :

V2 (U?/ 193140
(t)
P = Pcuim [( U2 )+ 1]

pcum €tant la Masse Volumique de I'air a I'Altitude delfination

vy la Vitesse instantanée

etU étant la Vitesse Limite du mobile calculée d’aprae Masse Volumique
Aérienne prise au point de Fin de Propulsion.

Les fuséistes férus de calculs pourront donc etilies représentations assez
fideles de la Masse Volumique de I'air traversélpdusée... Nous en faisons nous-
méme un usage heuretidans la note annexe déja évoquée, lors d’un caesil
particulier...

Détermination d’une Masse Volumique Equivalente dé&air
en fonction de I'Altitude de Culmination

Intéressons-nous a présent a une représentatiarMbesse Volumique
Equivalenteselon I'altitude de culmination atteinte par lade

Rappelons que la Masse Volumique Equivalente ddialsse Volumique
constante qui, utilisée dans la formule analytiqad'altitude, donnera une Altitude de
Culmination égale & I'Altitude de Culminatioéelle %*

Utilisation de I'approximation précédente :

%2 comme la Distance Balistique et la Vitesse LimieTemps Balistique est une
caractéristique du mobile. Il est lié a ces deuresucaractéristiques par des relations tres ssn@esi
le Temps Balistique vaut, par exemplég. Voir nos autres textes a ce sujet, en particlarte
Aérienne d'un Corps

2 Et que nous croyons justifié (car le bonheur npest toujours justifié). ..

% Nous écrivons “réelle” pour signifier I'Altitudele Culmination calculée gnvariable.
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L’expression de la Masse Volumique Instantanéad&imule (9) ci-dessus
vaut évidemment pour cet instant particulier qulastulmination.

A cet instant la vitessgy se trouve annulée. Il en découle une valeur
intéressante de la Masse Volumique de Culmination :

Formule (10)

D /1940
d Dpal Cpa 9
2)

Pculm= po( 9Dval *+ VFinprop

qui est une estimation a mieux qué % pres de la Masse Volumique de I'air
rencontré par la fusée a l'instant de sa culmingtaans cette expression :
po est la Masse Volumique Aérienne au point de FiRiagpulsion
VEinpropSa Vvitesse de fin de propulsion
et Dgy Ssa Distance Balistique.

Certains auteurs recommandant de prendre comme=MWadsmique
Equivalente la moyenne arithmétique de celle dmmation et de celle au point de Fin
de Propulsion, nous pouvons donc tirer de la foenGli0) ci-dessus une premiére
approximation de notre Masse Volumique Equivalégte serait d'ailleurs plutot ici
une Masse Volumique moyernne

Calcul général de la Masse Volumique Equivalente déir :

La précédente formulation pourrait nous suffirejsmeus désirons affiner
encore Nos connaissances.

Nous avons donc bati a cet effet un tableau Pas &Rcel calculant I'altitude
de culmination atteinte par une fusée de Vitesdeiee Propulsion et de Distance
Balistique données (ou d’'une facon générale parojectile aSCx constant projeté a
une certaine vitesse initiale), cette fusée ouroggtile s'élevant verticalemedans un
air dont la Masse Volumique diminue avec l'altitude

Parallelement a ces calculs effectués Pas a Pasnialation analytique de
I'Altitude de Culmination que nous avons déja dannéus permet de calculer l'altitude
de culmination atteinte par le méme projectile rgoute une plage de Masse
Volumigue constanté®

Nous ouvrons donc un tableau annexe de deux caardens la premiere
colonne sont les Masses Volumiques de I'air travérane altitude donné® et dans la
deuxieme I'Altitude de Culmination Analytique qu’'@ourrait calculer avec chaque

% En effet, le calcul analytique de I'Altitude del@ination se fait en Masse Volumique
Aérienne constante et dépend du choix de cetteédvaskimique...
% altitude calculée ep variable par notre tableau Pas a Pas...
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Masse Volumique (Vitesse de Fin de Propulsion et &@nt toujours considérés
comme des paramétres fixé§.

Ce tableau de deux colonnes énonce donc la loi :

Hgalcuimana= fAnaIytique(P)
...du moins si I'on appelld sacumana 'Altitude de Culmination Analytique...

Il nous servira a effectuer, a I'aide de la fonctiRecherchel’Excel, la
démarche inverse, a savoir trouver la Masse Volummpnstante ayant présidé a la
détermination d’une certaine Altitude de Culminat&nalytique : ce recours a la
fonction Recherche d’Excel nous a été imposé piaitigue nous n’avons pu écrire
analytiquement l'inverse de la fonctibtiacumana= fanaytique (p) @ savoir :

Formule (2)
V . 2
Hpaicumana= Y2 DBal{ Ln [(1 +ﬁlp_)]
fonction ouD 0 55
---fonction oUDga Vauty " "s ey

L'inverse de la fonctiom gaicumana= fanalytique (p) S’écrirait :
_¢-1
p= f Analytique (H BaICuIer

Nous ignorons si une telle extractionglest possible, mais en tout état de
cause, I'extraction « a vue » utilisant la fonctrecherche d’Excel est extrémement
simple a mettre en ceuvre...

Ces deux approches nous permettront alors de déigadasse Volumique
Equivalente que nous recherchons :

Une fois l'altitude de Culmination déterminée Pd%a& erp variable, nous
rechercherons la Masse Volumique constante doramahytiquement la méme Altitude
de Culmination ; cette Masse Volumique constantdies sdr la Masse Volumique
Equivalente.

Nous réalisons une macro de balayage soumettantetableau une certaine
plage de Distances Balistiques (allan6@e& 2250 m) et une autre plage de Vitesses de
Fin de Propulsion (allant dg0 a 350 m/3.

2" Nous pouvons quand-méme faire évoluer “manueligthees paramétres, & moins que ce
ne soit sous la commande d’'umecra

Impr. : 08/04/2008 10:40 Modif. :08/04/2008 1M:4



Masse Volumique Equivalente, p /11

Voici la famille de courbe qu’il dessine alors gdarous lui demandons de
nous fournir la Masse Volumique Equivalente desifestsitués dans ces deux plages :

Masse Volumique équivalente selon Distance Balistiq ue et Vitesse
de Fin de Propulsion

1,225 —— Vitesse 50

—— Vitesse 75
1,205 - —— Vitesse 100
% —— Vitesse 125
E 1,185 Vitesse 150
\5',' Vitesse 175
c:é’_ 1,165 Vitesse 200
g Vitesse 225
S 1,145 _ Vitesse 250
% Vitesse 275
g 1,125 Vitesse 300
—— Vitesse 325
1,105 : : : : —— Vitesse 350

0 500 1000 1500 2000
Distance Balistique

Comme on pouvait sy attendre, & Vitesse de Priojeégale”®, la Masse
Volumique Equivalente diminue & mesure qu’augmeriesncapacités de pénétration
de la fusée (sa Distance Balistique) puisqu’alarfsi$ée traverse des couches d’air de
Masse Volumique diminuées par l'altitude.

Sur les deux courbes supérieures (figurant la $@eke Fin de Propulsion
atteinte par des fusées a €a@ipu 75 m/9, la Masse Volumique Equivalente de I'air
traversé est la plus proche de la Masse Volumigysoat de Fin de propulsion (les
altitudes atteintes par ce genre de fusées étntdibles).

D’autre part, pour les mémes engins, on tireradeebénéfice d’une trop
grande amélioration des capacités de pénétratiby a:fort a parier que, dans la partie
droite des courbes vertes, leur vol soient asdineitaa la projection d’'une masse dans
le vide.

Utilité de cette réflexion sur la Masse Volumigue Arienne Equivalente :

Reposons ici le probleme général de I'utilité deaoéflexion :

Reéaliser le calcul de I'Altitude de Culmination giconstant a partir d'une
Masse Volumique Equivalente del6 Kg/nT par exemple, au lieu de225(Masse
Volumique standard pres du sol), modifiera-t-il bezup le calcul analytique de
I'Altitude de Culmination ?

% La Vitesse de Fin de Propulsion n’est autre quiitesse de projection...
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Alors que pout,225 Kg/nt I'altitude atteinte (efp constant) par une fusée de
1400 mde Distance Balistique 800 m/sde Vitesse de Fin de Propulsion est de
1415 m, pourl,16 Kg/nT de Masse Volumique (sdBt3 % de moins) elle est, toujours
enp constant, d&460 m soit45 m(ou3 %) de différence.

Ceci pour cette forte vitesse de projection. Powr witesse d&50 m/s la
différence est un plus faibl®78 mcontre954 soit24 m (2,5 %) pour la méme
diminution de5,3 % de la Masse Volumigue supposée constante.

D’une facon générale, si 'on désire d’ailleurs ieaitre I'influence du choix
d’'une Masse Volumique constante dans la formulé/agae, a savoir :

M Y2 p SCX VEinprod
H gaicuim = 1/2—1/2p SCX{ Ln[(l + P " FinProp )]

...on doit remarquer qug la Masse Volumique constante de l'air, agit de
deux facons opposées sur l'Altitude Balistique dén@nation :

- d’'une part comme diviseur général

- d’autre part comme numérateur sous I'égide duritigae.

Ces deux influences gese compensent donc mutuellement

En conséquence : une diminutionrd® de la Masse Volumique de l'air
traversé produira une augmentation relative détliale de culmination moins forte que
n% .

Voici d’ailleurs I'influence d’'une diminution d& % de la Masse Volumique
de l'air (supposée constante) sur I'Altitude Anajye de Culmination calculée en gn
constant :

% de gain en culmination analytique pour 1% de dimi nution
de la Masse Volumique de l'air supposée Constante

% gain culm 300 m/s

% gain culm 275 m/s
100%

90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%

% gain culm 250 m/s
% gain culm 225 m/s
% gain culm 200 m/s
% gain culm 175 m/s

% gain culm 150 m/s

% gain culm 125 m/s

% de gain sur culmination

10% % gain culm 100 m/s
0%

0 500 1000 1500 2000 % gain culm 75 m/s

Distance balistique % gain culm 50 m/s

Impr. : 08/04/2008 10:40 Modif. :08/04/2008 1M:4



Masse Volumique Equivalente, p 221

Cette influence, exprimée ici &a , dépend évidemment de la Vitesse de Fin
de Propulsion et de la Distance Balistique de $a&éu

Sur la gauche du graphique, pour les tres faiblstabces balistiques (mobiles
trestrainants c-a-d doués de peu de capacité de pénétratianl’dan I'influence de la
Masse Volumique est totale : chadggede diminution de Masse Volumique de l'air
créera une augmentation 466 de l'altitude de culmination : I'altitude atteinpar le
mobile est essentiellement fonction de ses capaa#édennes, c-a-d que la gravité est
de peu d’influence sur cette altitude (cas de Uangl projetée en I'air).

Cela ressemble a un régime essentielleraénéen et peut d’ailleurs donner
lieu & une étude intéressante : y a-t-il ou nonMasse Volumique Equivalente dans
cette configuration ?

Rappelons (une fois de plus) la définition de lssb&aVolumique Equivalente
que nous utilisons dans toute cette étude ; Gestdsse Volumique supposée constante
qui, utilisée dans la formule analytique de I'Altle de Culmination donnera la méme
altitude que I'Altitude de Culmination Réelle (oonsidérée comme telle parce que
calculée par un tableau Pas a Pas prenant en comptdasse Volumique variable
avec laltitude).

L’étude du régime purementrien que nous ferons en fin de texte nous
laissera d’ailleurs contrarié car il n’existe p&atdude de culmination : il n’en existe
pas, non pas parce qu’en I'absence de gravitériale n’est plus définie (on pourrait
la définir artificiellement comme la direction deprojection) mais parce que le
mouvement du mobile se poursuit jusqu’a I'infinsdemps et des distances, sa vitesse
ne s’annulant qu’'a cette inaccessible limite...

Mais revenons au graphique ci-dessus.

Sur la droite de celui-ci, I'influence des variatsode Masse Volumique de I'air
sur le gain en altitude diminue notablement. HEledta la nullité pour les faibles
vitesses de Fin de Propulsion (régime essentieliegravitaire, cas de I'enclume
projetée en I'air & faible vitess& )...

Cette interrogation de la formule analytique parentableur nous confirme
donc dans I'opinion que le choix d'une Masse Volgue de I'air n’est pas indifférent
et gu’un choix judicieux de la Masse Volumique sog¥®e constante améliorera, avec
peu de complication, le calcul de I'Altitude de @uhation Analytique

29 Nous prenons cette exemple de I'enclume car get ebt celui qui symbolise les corps de
forte densité pour la jeunesse nourrie aux dessiimeés. ..
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Reprenons donc notre recherche d’une Masse Voluniquivalente.

L’observation du graphique illustrant cette Massduvhique Equivalente (déja
présenté), pour de mobiles d’une Distance Balist@jlant dés0a 2250 met animés
d’une vitesse initiale allant dgd a 350 m/s:

Masse Volumique équivalente selon Distance Balistiq ue et Vitesse
de Fin de Propulsion

1.225 — Vitesse 50

—— Vitesse 75
1,205 - —— Vitesse 100
% —— Vitesse 125
§ 1,185 Vitesse 150
\qg; Vitesse 175
%’_ 1,165 Vitesse 200
g Vitesse 225
S 1145 | Vitesse 250
% Vitesse 275
CEG 1,125 Vitesse 300
—— Vitesse 325
1,105 : : : : —— Vitesse 350

0 500 1000 1500 2000
Distance Balistique

...nous donne l'idée d'examiner le pourcentage déde de Culmination a
laquelle la fusée rencontre un air de Masse Volumigquivalente.
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Voici ce pourcentage, pour les mémes plages des3étde Fin de Propulsion
et de Distance Balistique :

% de I'Altitude de Culmination Analytique (selon p Fin Prop)
ou la fusée rencontre son p équivalent

43%

% HBalCulm p équiv 350

42% - % HBalCulm p équiv 325
% HBalCulm p équiv 300

0
41% % HBalCulm p équiv 275
40%

% HBalCulm p équiv 250

% HBalCulm p équiv 225

39% \ —

% HBalCulm p équiv 200
38% \ % HBalCulm p équiv 175
37% \M % HBalCulm p équiv 150

% HBalCulm p équiv 125
36%

% Altitude de Culmination
Analytique (selon p FinProp)

% HBalCulm p équiv 100
% HBalCulm p équiv 75

35% -

% HBalCulm p équiv 50

34% T T T T

0 500 1000 1500 2000 2500
Distance Balistique (m)

La remontée des courbes basses (vert sombre ¢tskalta droite est peut étre
un artefact®® . Les variations de Masse Volumique rencontréeses fusées de
faibles Vitesses de Projection sont si infimes goiee tableau peut tout a fait s’en
trouver aux limites de ses possibilités.

Cette remontée des courbes basses nous intrigeentamt : Nous décidons
alors de réaliser une estimation de I'erreur qué pemmettre notre tableau Excel.

Il existe en effet un procédé permettant I'estioratie I'erreur que commet
notre tableau (qui aligne quand-mégt00lignes ou Pas de Calcul) dans son
intégration de la Masse Volumique variable : pang@pe nous I'avons doté d’'une
commande annexe lui enjoignant de réaliser seslsaa Masse Volumique constante
(celle de Fin de Propulsion).

Lorsqu’on choisit ce mode de calcul Pas a Pgs@nstantI’'on demande
somme toutes a notre tableau de réaliser graphiepteme intégration dont nous
connaissons le résultat analytigweir plus haut) : Les deux méthodes devraientdon
aboutir au méme résultat. S’il n’en est pas atisst notre tableau qui sera le fautif.

30 Artefact : Phénoméne d'origine humaine (dansitiétde faits naturels). Signal parasite.
Prononciation : Artéfact.
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Voici alors 'erreur (en metres) dont notre tablsauend coupable dans son
calcul de I'Altitude de Culmination gmconstant, toujours selon dans les mémes plages
de Vitesses de Fin de Propulsion et de Distanchkstigaes :

Erreur abolue sur l'altitude créé par notre tableau Pas a Pas lorsqu'il
calcule en p constant (enm)

0.03 —— 350 mis
——325m/s
0,02 1 / ———300 mis
275 m/s
- 0,01 250 m/'s
E 225 mis
L 0,00 - 200 m/s
E 175 mis
(g -0,01 - 150 m/s
—125m/s
-0,02 - —— 100 m/s

—75m/s

-0,03 —50m/s

0 500 1000 1500 2000
Distance Balistique (m)

Nous avons la satisfaction de constater que cettaren’est pas forte ( de
I'ordre de3 cm, au plus).

Il est d’ailleurs compréhensible que I'erreur stacsse avec la vitesse de Fin
de Propulsion des fusées et donc leurs performarites

31 Si I'on batissait un tableau du méme nombre deppas calculer des distances
astronomiques en millions de Km, ce tableau géagrarcément des erreurs de plusieurs milliers de
Km...
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On pense alors a dessiner plutét I'erreur relalv@otre tableau :

Pourcentage d'erreur sur l'altitude créé par notre tableau Pas a Pas
lorsqu'il calcule en  p constant

0,015% —— 350 m/s

——325m/s
—— 300 m/s
275 m/s
250 m/s
225 m/s
200 m/s
175 m/s
150 m/s
——125m/s
—— 100 m/s
75 m/s
——50m/s

0,013% -
0,011% +
0,009% -
0,007% -
0,005% -
0,003% -

0,001% H

Pourcentage d'erreur

-0,001% -

-0,003% -

-0,005%
0 500 1000 1500 2000

Distance Balistique (m)

Dans les cas usuels de fusées, on est donc emdrdite que cette erreur est
toujours inférieure aQ,01 %.

Toutefois, il faut garder en mémoire que ce cordtateur est lié au calcul de
I'Altitude de Culmination erp constant : on ne peut étre sr que I'erreur co s
notre tableau ep variable soit la méme.

Nous nous bercons quand-méme de I'espoir qu’elldiesnéme ordre :
I'erreur constatée ici provient en effet plus phgleanent des problémes d’extrémités
que génerent souvent les tableaux d’'intégratioptggaie ainsi que de la simplification
consistant a intégrer des courbes de formes quiplesnen les décomposant en trapezes
élémentaires (méme si ceux-ci sont trés nombreux)...

On peut noter sur la famille de courbe des errabsslues (em) que I'erreur
du tableau pour les basses vitesses de projectomies vertes) est un peu plus faible
mais qu’elle n’est pas nulle.

Il est d’ailleurs profitable de songer que pour lsasses vitesses @ur des
fusées de grande Distance Balistique, la Massenviglue de l'air est plusisitéeque
subiecomme source de freinagfe. Nous établissons d’ailleurs dans wmo¢ede fin de
texte que, pour ce régime essentiellement gragjtiEirMasse Volumique Equivalente

%2 Un peu comme si on s'intéressait a I'évolutiodaleéception de rayons cosmiques au cours
du vol : cette évolution n'a pas d'influence suvé#, mais on peut néanmoins en calculer la moyenne
cours du vol...

Nous recherchons d’ailleurs un autre terme que deluisiter, car il y a quand-méme des
visites qui modifient le comportement disiteur.
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(bien gu’inefficiente du point de vue de son frgi@psevisite pourtant autour de$0 %
de l'altitude atteinte...

Cette estimation de I'erreur commise par notregt@bldans son calcul
graphiquede I'Altitude de Culmination Analytique nous doralers l'idée de réaliser
une approche de I'erreur commise par notre taldeas son calcul de la Masse
Volumique Equivalente.

En premier lieu, il faut observer les conséquendeesotre utilisation de la
formule de I'Altitude de Culmination Analytique :

Formule (1)

HBaICuIm— Ya DBal Ln [(1 FlnPro )]

) .. formule que nous avons déja transformée poutajiasse Volumique
Equivalente de l'air y apparaisse explicitement :

M s pequiv SCX Vi
Hgaicum = /zm{ Ln [(1 Péquiv M FinProp )]

Pour plus de facilité de lecture, on peut d’ailtefaire référence a la Distance
Balistique calculée sur la base de la Masse Volumiérienne au point de Fin de
Propulsion. La formule devient alors :

Formule (11)

B EO VFinProg2
Heacum= %2 Péquiv DBaI{ Ln [(1 +Péquivg poDgal )]

Dga étant la Distance Balistique du mobile pour unes$éa
Volumique Aérienne prise au point de Fin de Prapuls

Si I'on appellefanaytique Cette fonction donnamtgaicum pour chaqu@equiv et
ceci pour chaque couple {Vitesse de Fin de PropualsDistance Balistique}, la
fonction réciproqué 'lAnaMiquedonnera)équiv pour chaquédgaicuim

Autant dire que pour chaque couple {Vitesse dedeifPropulsion /Distance
Balistique} il existe une Iopequiv = T " anaiytiqud Heaicuim)-

Ainsi que nous l'avons dit, cette fonction récipmeq’a cependant pas pu étre
dégagée par nous. Mais ce qui hous intéresse saiést, toujours pour chacun de ces
couples, le Taux de variation ﬂ&au.v selonHgacum Ce taux de variation n’est autre
que la dérivée d&™ anaytique & SAVOIr
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dEéguiv
dH BalCulm

...qui sera bien sar I'inverse de :

dH BalCulm
dPéquiv

Nous n'avons pas réalisé analytiquement cette aléoiv de I'expression de la
Hauteur Balistique de Culminatio?¥ ; mais il n'y a rien de plus simple, dans Exce qu
d’en opérer la saisigraphiquepour chaque cas de mouvement.

Cette saisie nous donne donc une famille de caliisérant le Taux de
variation depequivSelonHgaicum, enkg/m® parmeétre d’Altitude de Culmination :

Taux de variation de la Masse Volumique Equivalente
par meétre dAltitude de Culmination Calculée
pour difféerentes V FinProp et Distance Balistique

0,000 PE— —350mis

-0,020 ——325m's

0,040 ] % ——— 300 m's

275 mi's

- -0.060 1 250 m's
o
g 00804 225 m's
g .0100 200 mis
3 175 mis
x -0,120
2 150 mis
~ |

-0,140 —125mis

-0,160 ——100 m/s

-0,180 | —— 75 m/s

——50mis
-0,200
0 500 1000 1500 2000
Distance Balistique (m)

Il saute aux yeux que, pour les petites vitessgwajection (courbes kaki, vert
d’herbe et glauque), ce Taux de variation de lagdaolumique Equivalente selon
I'Altitude de Culmination devient trés important ealeur absolue, spécialement
lorsque la Distance Balistique croit.

Donc, pour ces faibles Vitesses de Projectionrée$distances Balistiques les
erreurs sur I'Altitude de Culmination auront dergtas conséquences sur la
détermination de la Masse Volumique Equivalente.

Or ces courbes sont uésultat analytique® : elles sont donc exemptes
d’erreur.

3 Avec de la méthode, elle est réalisable asselefaet. ..
3 Méme si la saisie en a été effectuée graphiquepsmotre tableur.
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Cette plongée des courbes vertes vers le badeured explication physique ?
Oui... Cette explication est celle-ci :

Chaque couple {Distance Balistique ; Vitesse ded&rPropulsion} projette
dans l'air réel (e variable) un mobile jusqu’a une certaine Altituggistique de
Culmination.

Du fait que la Masse Volumique de l'air diminuedégment avec l'altitude,
cette Altitude de CulminatioH gaicumpvariable atteinte erp variable est un peu plus
grande que 'Altitude de Culmination Analytique quirait été calculée sur la base de la
Masse Volumique constanpg prise au point de Fin de Propulsion.

Puisque le mobile a été Iégerement plus hapt\eriable que s'il était
demeuré dans un air de Masse Volumique constaate ag, , on peut tirer de son
altitudeHgaicumpvarianie UN€ Masse Volumique Equivalente selon la loi gieale (qui
ne fonctionne qu’ep constant) :

Péquiv = f -lAnaIytique(H BalCulm pvariablé-
Analytiquement, cette relation est la réciproquéadermule (11).

On peut déemontrer assez facilement que laltitutzmaelle le mobile
rencontre un air de Masse Volumique égale a la #sstumique Equivalente est
située entr® et 100 % de son altitude de culmination réelle (nous maatre plus loin
gue ce pourcentage est assez prochdde).

Lorsgu’un mobile de forte Distance Balistique (wulet de plomb, par
exemple) est animé d’une faible Vitesse de Praacte freinage par Trainée qu'il
subit dans son mouvement est extrémement faibleyévg la Masse Volumique de
I'air est prise comme constante (et égapg)ace freinage est tres faible. Il existe, mais
on pourrait le qualifier de symbolique.

AppelonsH(po) I'Altitude de Culmination calculée analytiquememtp
constant.

Admettons a présent que la Masse Volumique detfaversé diminue avec
I'altitude. Cette atténuation augmente tres légerdrialtitude atteinte par le mobile,
mais ne peut constituer un grand réservoir de peogour cette altitude d’apogée :
méme réduire cette Masse Volumique a zéro (mouvedaaTs le vide) ne produira
gu’un tres faible gain en altitude (appelons ce g iqe).

Si I'on utilise la formulatiorpgquiv = f'lAnaMique(H(po) + AH,ige), ON doit donc
trouver, selon nos hypothéses ag,v nulle

Rappelons-nous queH,qe est tres faible.

Rappelons-nous également gt o) + AH,ige) €St une altitude qui ne saurait
étre dépassée, méme dans le vide.
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Supposons a présent que notre tableau commetermene de calcul qui
quoique faible, place I'Altitude de Culmination dassus deH(po) + AHvige) *°
I'on demande & notre fonctidn* Analytique de calculer la Masse Volumique Equwalente
pour cette altitude erronée supérieurel gpf) + AH,iqe), la Masse Volumique
Equivalentepsquiv €n deviendra négative (c’est a dire que la Teaagnosphérique
deviendrait motrice).

On voit qu’une utilisation indue de la fonctibi anayique PEUt conduire & des
aberrations en particulier pour des mobiles peidespet trés pénétrants.

Or notre tableau Pas a Pas Excel produit des srggiirquoique faibles sont
néanmoins susceptibles de conduire a ces abesation

Il y a donc la un piéganalytigueou nous sommes nous-mémes tombé !

Et ou, pour tout dire, nous nous sommes méme dethatant plusieurs
semaines...

Résumons le probléme des mobiles peu rapidessgbérétrants en disant que
pour ceux-ci la Masse Volumique de I'air est tréa pfluente (freinante) et donc que
pour que ces mobiles gagnent de l'altitude en jbsance seul facteur de la Masse

Volumique, il faut diminuer drastiquement celle€i 37 381

Cette particularité qu’ont les courbes vertes dager vers le bas est donc un
effet de la logique. On peut d’ailleurs la resgentuitivement en lisant le graphe ci-

% Cela peut arriver facilement puisoalliqe est trés faible

% Si, & I'opposé, la Masse Volumique était trésuiafite, la diminuer un petit peu prolongerait
beaucoup I'ascension de notre projectile : aingpeut prolonger trés substantiellement I'ascendiane
plume en diminuant la Masse Volumique de I'air 8& se déplace (a I'extréme, dans le vide, la plsme
comporte comme un caillou projeté a la méme viesse

37 Autre exemple facilitant la compréhension de céngiméne : Le poids de carburant
embarqué par une voiture de tourisme étant dg&ed'influence sur sa vitesse de pointe, si I'ésiicd
augmenter celle-ci en jouant uniquement sur cemalmeétre, il faudra se démunir de la presquéttota
du carburant pour gagner trés peu en vitesse a¢epdit si I'on met en équation ce probléme sans
expliciter suffisamment ses limites, on en arriviagilement a ce que, pour gagner par ex. 100 Kha/h
vitesse de pointe, il faille embarquer une masggetaent négative de carburant...

% Soumettons un autre exemple & votre esprit catiduiair est réputé étre constitué de 80 %
d’azote. Supposons que cette proportion variefaibfement avec l'altitude et qu'un augmentationcde
pourcentage influe de fagon extrémement minimé’Aliitude de Culmination (I'azote étant, par
exemple, Iégérement plus visqueux que I'oxygensy,augmentation de 1 % de la proportion d’azote
produisant un gain en altitude de un micrométre du vol d’une certaine fusée.

Une hausse de I'apogée de cette fusée de 2 micesrggurrait donc, en toute logique, étre
attribué a une augmentation du taux d'azote de 2 %.

Si notre tableau de calcul de I'Altitude de Culntioa commettait une erreur (parfaitement
négligeable) de 1 mm vers le haut, on pourraittena@mnené a conclure que cette hausse de I'apsgée e
due a une augmentation du taux d’azote de 1000 % !

On est en droit de calculer le pourcentage

Impr. : 08/04/2008 10:40 Modif. :08/04/2008 1M:4



Masse Volumique Equivalente, p /G0

dessus comme une représentation de la sensil@bt@rojectiles a la Masse Volumique

de l'air traversé >

C’est d'allleurs le sens physique de la dérivée :

dH BalCulm

. ) d équiv
qui est I'inverse d gue montrent nos courbes
dPéquiv Hgaicum

On peut donc dire que lorsque le mobile devierttéepénétrant, son

. s . L ., _Opequi
mouvement devient insensible & la Trainée atmogpleet la derlveta—p—q*H Be |2N|
alCulm

devient grande en valeur absolue...

Nous sommes donc fondés ainsi a penser que sojecple se place bas sur le
graphe, c’est qu'il est trés peu sensible a cetiedd Volumique : il est soit trés
pénétrant, soit animé de tres peu de vitesse gectiomn. On doit alors s’attendre a ce
que les erreurs que commettra notre tableau daté&tdamination d’'une Altitude Pas a
Pas en soit exacerbées...

Prenons un exemple numériquecelui d’un projectile défini par le couple
{50 m/s; 2000 n}, c-a-d un projectile lent mais assez pénétrant.

Intéressons-nous a l'influence de I'Altitude de @iration sur la Masse
Volumique Equivalente :

De la famille de courbe présentée ci-dessus nousons tirer un Taux de
variation de la Masse Volumique Equivalente parendtAltitude de Culmination
assez proche de0,18Kg/m? parmeétre d’altitude.

Supposons a présent que notre tableau se trom@Mensur I'Altitude de
Culmination : Cette erreur insignifiante produirgelerreur relative sur la Masse
Volumique Equivalente d®,01 m*(— 0,18<g/m*) , soit—0,0018 Kg/n?.

Or une telle fusée ne culmine qu'a9,93 mdans l'air et a moins d27 m
dans le vidé® ! Cette Altitude de Culmination ne réduit donc drés peda Masse
Volumique de l'air : Celle-ci n’est diminuée, apjogée, que de simplemdn20 %
“50it1,225%1,20 % = 0,0147 Kg/m: nous avons donc le méme ordre de grandeur
pour les nombres 0,0018 Kg/nt et0,0147 Kg/nfKg/m® (18 constituant led2 % de
147).

39 plus exactement, il faudrait prendre le grapheéssique de celui-ci par rapport & I'axe
horizontal pour lire cette sensibilité.

“'Ici nous adoptons une loi de vitesse de typegt. L'altitude de culmination ne dépend alors
méme plus de la Distance Balistique du mobile ensa Masse.

“1 Nous avons donné ce chiffre au début de ce tdateariation de la Masse Volumique de
I'air est del % par centaine de métres de hauteur.

Impr. : 08/04/2008 10:40 Modif. :08/04/2008 1M:4



Masse Volumique Equivalente, p /&1

Il apparait donc que la valeur analytique du Taei¥edriation de la Masse
Volumigue Equivalente par meétre d’altitude de culation place bien nos calculs en
position de produire des aberrations.

Pour un mobile aussi lent mais extrémement pértettafini par le couple
{50 m/s; 20 000 n}, on peut visualiser I'évolution de la Masse Voligoe Equivalente
selon I'altitude de Culmination déterminée pardarfule (11). C’est la courbe jaune :

Masse YVolumigque Equivalente
selon Altitude de culmination réelle

1,226

1,224
@ 1,222
=z a 1,22
ESias
S 51,218
L =
E I5‘1,214
= 1,212

1.21 y = -153% + 19558

1,2']8 T T T T T T

126,614 126,616 126618 12662 126622 126624 126626 126623
Altitude {m)

L'influence de I'Altitude sur la Masse Volumique Eyalente est ici
extrémement forte : une erreur Hen sur le calcul de I'Altitude de Culmination (qui la
ferait passer d&26,614a4127,614 m rendrait la Masse Volumique Equivalente
négative : répétons qu’en effet cette Masse Volumigst trés peu influente (freinante)
et que pour gagner de l'altitude en jouant uniquersar la Masse Volumique il faut
annuler completement celle-ci !

En noir est une régression linéaire qui exprimeetatde fait :
Péquiv=—1,535HBaicum + 195,58

Ce qui donne, dans le sens qui nous intéresse :

Hgaicum = —0,651pequiv+ 127,41

Il faut bien que Igesquiv devienne négative pour faire pasdgsicuma
127,614 m. Notons que le coefficier,65est trés proche de I'unifé.

2 C’est & dire que chaque erreur d’'un métre modiiéa Masse Volumique Equivalente de
presque sa valeur au sol. Gardons cependantpait’gae ce coefficient est fonction du coufiétesse
de Fin de Prop ; Distance BalistiGugui caractérise le projectile et son mouvement !
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La chose positive que nous apprend quand-mémeypdgrdu Taux de
variation de la Masse Volumique Equivalente selatitlude de Culmination Calculée
est que pour les vitesses de projection supérieurégales 425 m/s le Taux est
inférieur 40,01 Kg/nT : Une erreur dans le calcul de I'Altitude de Cuiation ded,1 m
produira immanquablement une erreur de moing,@@1 Kg/nt sur la Masse
Volumique Equivalente, soit une erreur correspohd®)3 md’erreur de localisation
de I'altitude de Masse Volumique Equivalefit¢alors que des mobiles animés d’une
telle vitesse de projection culminent a quelquegaiees de metres).

Calcul de I'erreur de notre tableau pour tous les muvements de projectiles usuels

Puisque nous possédons un tableau représentaaiited€ variation (par metre
d’erreur sur I'Altitude de Culmination) de la Masg¢elumique Equivalente selon
I'Altitude de Culmination et que d’autre part nquessédons également un tableau
donnant I'erreuestiméecommise par notre tableau, il nous est possibladtipliant
chaque cellule par la cellule homologue de l'atdl®#eau de proposer une estimation de
I'erreur absolue commise par notre tableau spriguivalente.

Voila les courbes résultant de ce produit :

Erreur absolue sur la Masse Volumigue Equivalente
(selon V Fin Prop et Distance Balistique)

% HBalCulm p équiv 350
0,0010

% HBalCulm p équiv 325
% HBalCulm p équiv 300
% HBalCulm p équiv 275
% HBalCulmp équiv 250

0,0008 -

0,0006 -
% HBalCulm p équiv 225

% HBalCulm p équiv 200
% HBalCulm p équiv 175

Equivalente (Kg/M3)

% HBalCulm p équiv 150

% HBalCulm p équiv 125
% HBalCulm p équiv 100

Erreur absolue sur la Masse Volumique

% HBalCulm p équiv 75

) o
0 500 1000 1500 2000 2 % HBalCulm p equiv 50

Distance Balistique (m)

Cette erreur est donc assez forte pour les coudréss (kaki, vert sombre et
glauque). Et ceci est d’autant plus dommageablegque ces courbes vertes (qui
correspondent aux vitesses de projection des fidséas) les altitudes atteintes sont
faibles et donc la variation de la Masse Volumigoge la Fin de Propulsion et la

3 Nous revenons un peu plus bas sur le fait queuehitasse Volumique Equivalente est
traversée par nos mobiles a une certaine altitude.
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Culmination peu marquée : Par exemple I'erreur 0008 Kg/mi commise par notre
tableau pour de des projectileésO{m/s ; 2000 n} correspond a un déplacement en
altitude de6,5 m ce qui est beaucoup pour ce type de projectiles.

D'une facon générale, en effet, une erreun d@/m? sur la détermination de
la Masse Volumique Equivalente correspond a ureuean metres sur la détermination
de I'Altitude ou le mobile rencontre sa Masse Voigue Equivalente assez proche de :

10
1,225

n

Cette proportion est tirée de la constatation gudadsse Volumique de l'air
varie del0 % par1000 md’altitude. Mais une régle plus précise peut étée de la loi
d’évolution hyperboligue de la Masse Volumique 'dé& kelon I'altitude. Cette regle
serait :

dH (20000 + H)®
dp = 40000pg

soit effectivement, pour dé$ faibles :

dH 10°

dp  po

Or le méme mobile§0 m/s ; 2000 n}posseéde une altitude de Culmination de
pres del20 m: le déplacement de I'Altitude geéquivalent d&,5 mreprésente donc
plus de5 % de I'Altitude de Culmination. C’est trop pour n@wodt.

A ce stade de la réflexion, nous décidons de faipduire directement par
Excel une estimation de I'erreur sur de l'altitwlieMasse Volumique Equivalente
(exprimée eo de I'Altitude de Culmination), cette erreur éthasée sur I'erreur
(estimée) que commet notre tableau dans son adidltitude de culmination Pas a
Pas.

Comme précédemment, il suffira d’effectuer le pibda chacune des cellules
de cette erreur estimée par les cellules homoldigueautre tableau que nous faisons
calculer pour la circonstance. Ce dernier tablepuend les valeurs du Taux d’erreur
sur la Masse Volumique Equivalente par métre digrserr la détermination de
I'Altitude de Culmination, mais en transformantteegrreur en une altitud® et en
exprimant cette altitude &% de celle de culmination.

4 Chaque Masse Volumique se rencontre & une altitadeée, nous I'expliquions &
linstant...
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Voici les courbes que dessine le produit finalaos I'erreur (erfo) sur la
détermination du pourcentage de I'Altitude de Culation ou le mobile rencontre sa
Masse Volumique Equivalente (ce calcul d’erreunébasé sur I'erreur estimée de
notre tableau Pas a Pas dans son calcul de I'ddtitle Culmination) :

Erreur sur les % de I'Altitude de Culmination o0 le mobile rencontre sa
Masse Volumigue Equivalente pour I'erreur estimée de notre tableau
dans sa détermination de I'Altitude de Culmination
5
—— % HEalCulm 350

. 5 — % HEalCulm 425
2 EE * HEsICUIm 200
=] 1
= § g 4 4 % HErsICulm 275
Z25.
£ B HEJ- 5 2 HE:ICUIm 250
E E z * HE:2ICulm 225

(=3

= g E 3 % HElICuIm 200
8z é % HEICuIm 176
EE D 11 2 HE:ICUIm 150
582 —— %HEaICulm 126
g2 U1y ' . .
EES ﬁ’_ﬁ_ — % HEalCulm 100

=" i3

- -1 4 — xHEalCulm 5

—— M HEalCulm A0
-2
0 a00 1000 1500 2000 2500
Distance Balistique (m)

Comme on s’y attendait la courbe kaki (et a moiridire la courbe vert
d’herbe) témoigne d’'une aberration.

Cette escapade aberrante est évidemment fonctiandieagation du Taux de
variation de la Masse Volumique par metre d’ersaurl’Altitude de Culmination déja
illustrée par le graphique ci-dessus, mais iciecéittagation est exacerbée par le
quotient que I'on fait de ces valeurs par de ta@isdés Altitudes de Culmination.
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Notons d’ailleurs que 1€5,60 % d’erreur que I'on reléve sur le graphe
précédent pour le coup{Om/s ; 2250m}pouvait déja se soupgconner sur la courbe
kaki de la famille de courbe représenté auparaieaialessous) : Le segment rouge (de
hauteur5,6 %) raméne le point de droite de la courbe kaki essoes d84 %, position
beaucoup plus en accord avec I'allure général@adtss courbes :

% de I'Altitude de Culmination Analytique (selon p Fin Prop)
ou la fusée rencontre son p équivalent

43%

% HBalCulm p équiv 350

42% % HBalCulm p équiv 325

% HBalCulm p équiv 300

_ § 41% - % HBalCulm p équiv 275
2 40% A % HBalCulmp équiv 250
.g Lg_ 39% | % HBalCulm p équiv 225
3 c \ % HBalCulm p équiv 200
° S 3N = % HBalCulm p équiv 175
§ }3’ 37% - % HBalCulm p équiv 150
% g 36% - % HBalCulm p équiv 125
< g % HBalCulm p équiv 100

< 3% % HBalCulm p équiv 75

34% : : : : \ / % HBalCulm p équiv 50

0 500 1000 1500 2000 — 2500

Distance Balistique (m)

Cette constatation semble donc légitimer notreutale I'erreur commise par
notre tableau dans son calcul Pas a Pas de I'ddtitle Culmination.

Par prudence, nous n’en tirons pas pour autaningétieode qui corrigerait la
famille de courbes ci-dessus...

Afin d’entendre un autre son de cloche, nous déddie faire calculer a
Excel, la Masse Volumique Equivalente non pas ayemale la fonction réciproque de
I'Altitude de Culmination analytique mais au moydmnotre tableau Pas a Pas lui-
méme (erp constant, bien sar) : la fonctidMaleur cibled’Excel incrémentera la Masse
Volumique constante jusqu’a ce que le tableau FResadonne une Altitude de
Culmination égale a celle trouvée grariable.

Ainsi, nous pouvons caresser I'espoir que certadnesirs systématiques de
notre tableau se compenseront en partie mutuellepaete fait que nous aurons utilisé
le méme instrument de détermination pour les ddtitudes de Culminatiofenp
variable et ep constant).

A titre d’exemple, on peut dire que, de la mémerade calcul du pourcentage
de diminution de I'’épaisseur d’'une congere gagéeeapratiqué avec la méme regle
graduéeque celle-ci soit graduée en yard ou en methanger de regle entre deux
mesures introduirait une erreur relative importdidie a I'écart entre le metre et le
yard : pour la mesure d’une variation relatfie@ un pourcentage de diminution
d’épaisseur), ce qui compte ce n'est pas la fiélélés graduations de la regle a un
guelconque étalon de mesure (le métre du pavikoBrédteuil, par exemple), mais la
régularité de I'espacement desdites graduations.
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Nous n’effectuons pas ses calculs pour les cowdres, convaincu qu’elles
peuvent nous conduire a des errements, de pardfiapce du Taux de variation gu
équivalent en fonction des erreurs sur l'altitdtle

Voici le résultat de ces requétes\eurs ciblesa savoir le pourcentage de
I'Altitude de Culmination auquel le mobile rencansa Masse Volumique Equivalente,
ce pourcentage étant calculé uniquement Pas &fas sans utilisation de la formule
analytique de I'Altitude de Culmination :

Pourcentage de |'Altitude de Culmination a lzauquel
le mobile rencontre sa Masse Volumique Equivalente
43 (calcul complet en Pas a Pas)
—— 125 m/s
42
150 m/s
41
| 175 m/s
£ 40
3 39 200 m/s
T
[}
< 38 225 m/s
L
37 250 m/s
36
275 m/s
35
300 m/s
34 T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500
Distance Balistique

> Nous avons I'espoir que les deux erreurs se cosgmemutuellement en partie, mais nous
devons penser qu'il peut encore subsister desrered¢atoires, le tableau n’étant pas utilisé exaent
de la méme facon gn constant et ep variable
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Il est notable que ce pourcentage n’est pas le nigreelui donné par le
graphe précédent. Voici d’ailleurs une représemagur le méme repére des deux
familles de courbes (sans les courbes vertes) :

Pourcentage de I'Altitude de Culmination a laquelle
le mobile rencontre sa Masse Volumique Equivalente o— 125 m/s
(calcul Pasa Pas: parla valeur cible eten auto  matique)

—— 150 m/s
175 m/s
200 m/s
225 m/s

—o— 250 m/s

—— 275 m/s
—o—300 m/s
—— 125 auto
—— 150 auto

% de HCulm

175 auto
200 auto
225 auto
——— 250 auto
—— 275 auto
—— 300 auto

34 T T T
0 500 1000 1500 2000

Distance Balistique

Les courbes avec marques rondes sont issues datsaaleo/aleurs cibles
Les courbes sans marques sont issues des comparargee I'altitude obtenue avec le
tableau Pas a Pas et l'altitude analytiga@ constant.

La comparaison des deux jeux de courbes, couleoulgur, ne nous
enthousiasme évidemment pas.

Et puis nous nous faisons la remarque que I'espiaite les courbes
homologues n’est jamais que de 1,2 % de I'AltitddeCulmination : Cet écart ne peut
produire qu’une erreur négligeable sur la Masseiviajue Equivalente (qui est le but
de notre calcul, ne I'oublions pas)...
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Quant aux crochets initiaux des parties gauchbawges des courbes sans
marque, crochets que I'on peut encore remarquaessus mais mieux sur le graphe ci-
dessous (dé€ja présente) :

% de I'Altitude de Culmination Analytique (selon p Fin Prop)
ou la fusée rencontre son p équivalent

43%

% HBalCulm p équiv 350

% HBalCulm p équiv 325

42%

% HBalCulm p équiv 300

0f
41% % HBalCulm p équiv 275
40% -+ % HBalCulm p équiv 250
% HBalCulm p équiv 225
39% - ’ pea
\ % HBalCulm p équiv 200

38% % HBalCulm p équiv 175

37% - % HBalCulm p équiv 150

% HBalCulm p équiv 125
36% -

% HBalCulm p équiv 100
% HBalCulm p équiv 75

% Altitude de Culmination
Analytique (selon p FinProp)

35%

% HBalCulm p équiv 50

34% T

0 500 1000 1500 2000 2500
Distance Balistique (m)

...Ils constituent peut-étre également des artefacts

Ces crochets n’apparaissent que dans la partiet{gaat haute), partie qui est

consacree :
-> par la Distance Balistique aux fusées a @& et surtou0 m)
- par les Vitesses de Fin de Propulsion (a partk2tem/9 aux fusées a feu

On pourrait donc ignorer ces crochets comme sanadtrgur les fusées
usuelles. Mais ils sont peut-étre I'indice d’'uneear de notre tableau aussi nous
entichons-nous de chercher une explication a letggnce.

Notre tableau, interrogé @nconstant*® , est pourtant, pour la distance
balistique dé&0 met les fortes vitesses (d80a 350 m/9 d’'une précision allait de
0,005a0,013 %...

“6 afin d’opérer une comparaison avec la formulaginalytique de I'Altitude de Culmination,
formulation dont on sait qu’elle est établiegconstant.
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Pour ces tres faibles Distances Balistiques3(deb0 n), le méme tableau
prédit sans surprise, comme Masse Volumique Ecgrval:

Masse Volumique équivalente selon Distance Balistiqu e et Vitesse
de Fin de Propulsion

1,225 \ —— Vitesse 50
11224 —— Vitesse 75
\ —— Vitesse 100
% 1,223 & — Vitesse 125
E \ Vitesse 150
2 12 b N ~
g Vitesse 175
“g 1221 Vitesse 200
= Vitesse 225
>
° 1,22 :
> Vitesse 250
©
ﬁ 1,219 Vitesse 275
= Vitesse 300
1,218 1 —— Vitesse 325
11217 : : : ‘ —— Vitesse 350
0 10 20 30 40 50

Distance Balistique

...mais surtout, il prédit pour le pourcentage détitade de culmination
analytique auquel la fusée rencontre sa Masse \MiquarEquivalente (les vitesses
s’échelonnant toujours d® a 350 m/g :

% de I'Altitude de Culmination Analytique (selon p Fin Prop)
ou la fusée rencontre son p équivalent
45% % HBalCulm p équiv 350
e —, z .
40% % HBalCulm p équiv 325
% HBalCulm p équiv 300
~ 35% o
8‘ % HBalCulm p équiv 275
[ anli
S  30% % HBalCulmp équiv 250
= <
E = 5% | % HBalCulm p équiv 225
g - / % HBalCulm p équiv 200
2 20% +— 9 AqUi
% 3] % HBalCulm p équiv 175
2
3o 15% - % HBalCulm p équiv 150
5 3
==} % HBalCulm p équiv 125
<> 10% 4 o
° g % HBalCulm p équiv 100
< 5% % HBalCulm p équiv 75
0% ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ % HBalCulm p équiv 50
0 10 20 30 40 50 60
Distance Balistique (m)

La plongée vers le bas de la gauche des courbpatesite.
Bien sdr, elle n’est intéressante que pour noftexién théoriquepuisque dans
la pratique des Distances Balistiques si faiblesam jamais usitées.
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Il reste trés possible que cette plongée soit dusuenul d’erreur de notre
tableau...

Nous finissons d’ailleurs par nous en convaincrateamdonnant le calcul
analytique et reprenant la méthode ded¢eur Cible: Nous demandons a Excel de
trouver par calcul Pas & Pas la Masse VolumiquévBigumte correspondant & une
Altitude de Culmination calculée, également Paas Brp variable).

Le pourcentage de I'Altitude de culmination a ldtpia fusée rencontre cette
Masse Volumique Equivalente, pour la Distance Bglie de3 m est, pour les vitesses
précisées :

Vitesse : 50m/s| 100 m/ 150mls  200mfs 250 fn/s 0 38
% Alt Culm] 41,79 % | 43,15%] 43,769  44,13%  44,36|% 44,63 %
Culminatiory 6,68154 n] 8,74835 n] 9,96246 nf 10,82462 n} 11,4935 nf 12,0400

Notre tableau Pas a Pas est ici utilisé dans &&ee limite de ses
possibilités ; mais on note cependant des pourgesti@stant assez proched@®% de
I'Altitude de Culmination.

La méme requéte de Valeur Cible pour le seule S@ele Projection d&0 m/s
et pour des Distances Balistiques diminuan® de0,1 m donne comme résultats :

\1%4

Distance Balistiqu 3m 1m 0,5m 0,1m
% Alt Culm 41,79% 42,90 % 43,49 % 44,72 %
Culmination | 6,6815476 §2,7721925 n§1,5587533 nj0,3920523 nj

D’autres requétes du méme type pour la vitess@@arZs pronostiquent des
pourcentage au-dessus de 44 % pour les méme DastBadistiques dd@a0,1 m

La retombée des courbes du Pourcentage de I'AdtitledCulmination a
laquelle une fusée rapide et extrémement peu @émnétrencontre sa Masse Volumique
Equivalente semble donc étre un artefact...

Pourtant, malgré ces résultats, des calculs uttlidas principes différents
semblent militer pour la réalité de cette retombéeus évoquons une note annexe sur
ce sujet, un peu plus bas.

On pourrait penser que la tres faible Distancesglie de ces mobiles les
place en régime presque essentiellement aérigniédration mathématique d’un cas
idéal ou la gravité n’interviendrait plus est dailrs plus aisée que celle du cas général
(cas général qu’on pourrait qualifieadro-gravitaire. Elle est traitée dans une note de
fin de texte . Malheureusement, cette analyse matique ne débouche sur aucune
conclusion quant a ce probléme des crochets étadigstant.

Sur notre planéte, au demeurant, méme lorsquestarie Balistique d'un
mobile est tres faible, la gravité intervient tauj® (a I'approche de la culmination) pour
mettre un terme a son mouvement ascendant, mouvemeen I'absence de gravité,
se poursuivrait indéfiniment (ainsi que le proua@obte de fin de texte évoquée a
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I'instant) : on ne peut donc pas assimiler le moweet des projectiles de tres faible
Distance Balistique a des Mouvements Purement Agrie

A coté de cette hypothése du Mouvement Puremern¢d\ér peut venir &
I'esprit d’étudier le comportement d’un projectijai n’attendrait que des altitudes si
faibles que la variation de la Masse Volumique’die he se ferait sentir sur son
mouvement que de fagon négligeable : cette derimigemsibilité n'empéche pas, en
effet, de calculer sa Masse Volumique Equivalent@kitude & laquelle elle la
rencontre. Ce travail est effectué dans une copirate annexe disponible sur la page
Physique de la fusée du site mars | : Cette note nous a été I'occasion de réaliser de

curieuses intégrations mathématiques...

Mais revenons a la partie plus usuelle des pouagestde I'Altitude de
Culmination a laquelle un projectile rencontre sasbt Volumique Equivalente :

% de I'Altitude de Culmination Analytique (selon p Fin Prop)
ou la fusée rencontre son p équivalent

43%

% HBalCulm p équiv 350

42% % HBalCulm p équiv 325

% HBalCulm p équiv 300

0f
41% % HBalCulm p équiv 275
40% -+ % HBalCulm p équiv 250
% HBalCulm p équiv 225
39% - ’ pea
\ % HBalCulm p équiv 200

38% % HBalCulm p équiv 175

37% - % HBalCulm p équiv 150

% HBalCulm p équiv 125
36% -

% HBalCulm p équiv 100
% HBalCulm p équiv 75

% Altitude de Culmination
Analytique (selon p FinProp)

35%

% HBalCulm p équiv 50

34% T T T

0 500 1000 1500 2000 2500
Distance Balistique (m)

Observons la partie de droite des courbes2®sa 350 m/s: il peut étre
salutaire de remarquer que, pour ces cas de momeladrainée commence a se faire
négligeable (trés fortes Distances Balistiques) peut imaginer que I'Altitude de
Culmination devient alors justiciable des lois siespdu mouvement uniformément
acceélére.

Dans ces conditions (extrémes) il est possibleatiriter la Masse Volumique
Equivalente du vol :
—>d’une part en linéarisant I'évolution de la Mass#whique selon I'altitude
—et d’autre part en s’en tenant, pour la fusée,eloirde vitesse du type
V = gt (qui ne vaut que lorsque le freinage de l'air @dast pas sentir).

Le résultat que nous trouverons constituera santedme asymptote pour les
courbes présentées ci-dessus.
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L'intégration du probleme est présentée dans utedofin de texte, sous
deux variantes.

Cette intégration conduit effectivement a ce gsecteurbes des Masses
Volumiques Equivalentes admettent une asymptotedratale placée a peu pres a la
hauteur de40 % (2/5°™) ou un peu moins3g %)...

Notre tableau, interrogé pour les projectiles rapide tres forteBistances
Balistiques ne fait pourtant apparaitre que comfhesé cette asymptote :

% de I'Altitude de Culmination Analytique (selon p Fin Prop)
ou la fusée rencontre son p équivalent

0,
110% % HBalCulm p équiv 350
. _
_ 100% - % HBalCulm p équiv 325
8_ / % HBalCulm p équiv 300
S & 90% / % HBalCulm p équiv 275
= C
© = % HBalCulmp équiv 250
g T 80% 6 HBalCulmp équiv
g a / % HBalCulm p équiv 225
3 S 70% % HBalCulm p équiv 200
% g / % HBalCulm p équiv 175
0,
g ‘q')’ 60% / % HBalCulm p équiv 150
g é 50% % HBalCulm p équiv 125
< %\ % HBalCulm p équiv 100
N S 40% - % HBalCulm p équiv 75

30% 1 T T T T

2000 22000 42000 62000 82000
Distance Balistique (m)

] % HBalCulm p équiv 50

Certains membres de cette famille de courbes sgatoadnnus de nous comme
faisant état d’'une aberration : ce sont les cowbegs. La courbe kaki, en particulier
affiche ouvertement sa dissonance puisqu’elle ma@selument vers k00 % 4.

Nous avons déja étudié cette aberration pour déslesdents et beaucoup
moins pénétrants : il apparait ici que les courlgetes, et méme les courbes bleues les
moins rapides connaissent le méme trouble (résewéeusement a des mobiles
guelgue peu virtuels).

Nous présentons ces résultats tels quels pourigeesde lecteur sur les
difficultés qui peuvent naitre d’une interrogatsmple...

Quoigu’il en soit de ces deux problémes, nous veymurtant se dessiner une
regle sur les graphes, du moins pour les fuséptudadle500 mde Distance Balistique
animées d’une Vitesse de Fin de Propulsion allai® a 300 m/s

Cette régle pourrait étre :

“" Le fait quelle ne franchit pas cette limite esewconséquence des modalités de
fonctionnement de la fonction Recherche d’Excel.
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« L’altitude a laquelle une fusée (dotée d’unesgeede Fin de Propulsion
allant dd00a300 m/set de Distance balistique supérieus08@ m rencontre son air
de Masse Volumique Equivalente va3#e5a40 % de son Altitude de Culmination
Analytique (basée sur la Masse Volumique au pairfid de Propulsion) $°

Ce renseignement nous suffirait pour donner unessMe®lumique
Equivalente approchée en fonction de la formuleoegptielle de la Masse Volumique,
a savoir :

Formule (4)

—h
phy= Po EXp( 9700)

...formule (4) ou nous donnerionfa34,5a 40 % de sa valeur tirée de la
formule classique (2) :

Formule (2)
Ve 2
HBaICuIm: ez DBaI{ Ln [(1 * gFIB:ZI )]

L’exponentielle annihilant les effets du logarithniese dégage bientot
I'expression :

Formule (11)

KD /1940
9 Dbal )( bal )

péQUiv: Po( g Dbal + VFinProp2

avecK valant d€0,345a0,40pour une fusée de Vitesse de Fin de
propulsion allant d&00 m/sa 300 m/s la Distance Balistique
de la fusée étant supérieurbG m

Bien que la valeur du coefficieHt soit variable selon les couples (Vitesse de
Fin de Propulsion ; Distance Balistique), la vaoiatde cette valeur ne se fait sentir sur
le résultat que poutr,2 % au maximum (pour une Distance balistique2gB0 m). On
peut donc accepter de lui donner une valeur fixgemoe.

Dans ces conditions, pour les vitesses de Fin oieuion allant d&00a
300 m/s la Masse Volumique Equivalente peut étre appreqa :

D /5200
o ( ngaI )( bal g
Péquiv= Po 9 Dbal + VFmPropz

la Distance Balistique de la fusée étant supériabf® m

Cette valeur est précise a moinsOge % pres.

8 Nous avons exclu de cette appréciation les vitedse325 et 350, trop proches du son.
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Cette premiere formulation nous encourage et nonsell'idée d’opérer, sur
les plages usuellage Distances Balistiques et de Vitesse de Finrdpusion, une
comparaisorentre la Masse Volumique Equivalente, d’'une palidtitude de
Culmination calculée em variable d’autre part

Masse Volumique équivalente et Altitude de Culminat  ion Réelle selon
Distance Balistique et Vitesse de Fin de Propulsion

0 —— Vitesse 50

—— Vitesse 75
@ 500 —— Vitesse 100
& — Vitesse 125
% 1000 V?tesse 150
@ Vitesse 175
% Vitesse 200
§ 1500 Vitesse 225
E Vitesse 250
2 2000 Vitesse 275
g Vitesse 300
85 — Vitesse 325
1,105 ‘ ‘ ‘ ‘ | é g % —— Vitesse 350

0 500 1000 1500 2000 <3
Distance Balistique

Il'y a bien une similitude des courbes en traitrp(&asse Volumique
Equivalente) avec les courbes symbolisées pariitep marques rondes (Altitude
réellement atteinte en métres, référencée a I'cbeldroite). Nous avons d'ailleurs
évidemment recherché cette similitude en choistasag échelle appropriée pour la
représentation de ces altitudes.
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Mais I'Altitude de Culmination calculée gnvariable n’est pas
particulierement facile a déterminer : il faut peerfaire disposer d’un tableur. Voyons
plutdt si I'on peut rapprocher profitablement lagda Volumique Equivalente de
I'Altitude de Culmination analytiquécelle-ci étant calculée a partir de la Masse
Volumique au point de Fin de Propulsion) :

Masse Volumique équivalente et Altitude de Culminati  on Analytique (calculée
avec p Fin Prop)
selon Distance Balistique et Vitesse de Finde Propul  sion
1,225 15 o o o | 0 —— Vitesse 50
Q%v__c\ — Vitesse 75
° 1,205 4 - : ° + 500 —— Vitesse 100
E — \itesse 125
S 1,185 | SO~ _ Vitesse 150
g + 1000 § &
3 RS Vitesse 175
$ 1,165 EE Vitesse 200
g =1
g S = 1500 O & Vitesse 225
3 S 39
S 1,145 | > = Vitesse 250
T =2
% \\\ 2000 g % Vitesse 275
= C
S 1125 | << Vitesse 300
—— Vitesse 325
-+ 2500
1105 —— Vitesse 350
0 500 1000 1500 2000
Distance Balistique

Nous avons toujours de la chance : on remarquepguee,une échelle
correctement choisie, la similitude des courbestexbujours !

Une optimisation de I'échelle de représentatiofiAlétude de Culmination
Analytique par rapport a celle de la Masse Volureigiguivalente permet alors
d’édicter les régles suivantes qui constituerosirésultats finaux de cette recherche
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Pour les fusées de Vitesse de Fin de Propulsidaggént de50a 300 m/s 9
la Masse Volumique Equivalente peut étre donnée par

Formule (12)
Péquiv=Po — 4,52 16*H BalCulmAna

approximation donnant la Masse Volumique Equivaer,20 %
pres pour des fusées de Vitesse de Fin de Propuldiemt a
de150a 300 m/s,
Hgaicumana €tant 'Altitude de Culmination Analytiqu@asée
sur la Masse Volumique au point de Fin de Propn)sio
po étant la Masse Volumique de I'air au méme poinfEitiede
Propulsion.

Nous avons vu que pour les fusées de Vitesse deéeHrropulsion s’étageant
de50a125 m/snotre calcul de la Masse Equivalente produisataterrations.

Nous n’osons donc proposer une formulation de ladda/olumique
Equivalente qui serait sujette & caution. Toutlas peut-on frapper du bout des doigts
et pour la seule Vitesse de Fin de PropulsiohZfem/s la formulation :

Formule (13)
Péquiv=Po — 4,3 10*H BalCulmAna

approximation donnant la Masse Volumique Equivaer,07 %
pres pour des fusées de Vitesse de Fin de Propulgon d
125 ml/s,
Hgaicumana €tant 'Altitude de Culmination Analytiqugasée
sur la Masse Volumique au point de Fin de Propnjsio
po étant la Masse Volumique de l'air au méme poinfEitede
Propulsion.

Il est satisfaisant de remarquer que, si 'on campes coefficientd,52et4,3
10° au coefficient de notre régression linéaire :

Ph) = Po — 1,1 104 h
...que nous avons déclaré valable jus@080m on note des proportions de

41et39% proches du rapport que nous avons souvent renécentre I'altitude de
Masse Volumique Equivalente et I'Altitude de Culiation...

9 Nous excluons les Vitesses de projection supé&sewomme trop proches de celle du son.
Un adaptation du coefficient a 4,65 est cependavisageable.
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Voici la comparaison de notre proposition de Masskimique Aérienne
Equivalente avec la réelle (calculée par notrectadl:

Notre Masse Volumigue équivalente comparée a laréelle s  elon Distance
Balistique et Vitesse de Fin de Propulsion
—— Vitesse 50
1,22 + - o ’
- —— Vitesse 75

1,21 ~ o - —— Vitesse 100
" 12— N ~ — Vitesse 125
c
e Vitesse 150
> 1,19
OSJ- Vitesse 175
S 1,18 1 ° Vitesse 200
£ 117 °_ — Vitesse 225
(]
i Vitesse 250
@ 1,16 g
g o Vitesse 275

1,15 o \ Vitesse 300

1,14 2 Vitesse 325

o\l
1,13 | | | | —— Vitesse 350
0 500 1000 1500 2000
Distance Balistique

Les marques rondes représentent nigasse Volumique Equivalente (la
courbe bleue dense naissant de notre formulatieh3h0° propre & la vitess&25 m/s
et les autres naissant de notre formulatiod,88 10° propre aux vitesses d&0a
300 m/3.

Il est évidemment possible d’améliorer la précigdences formulations. Par
exemple, pour les vitesses de Fin de Propulsidib@&é seulemer200 m/s une nette
ameélioration découle du choix du coefficidn42 m/s(précision 0,12 %).

Rappelons pour conclure que c’est cette Masse MguerEquivalentequiv
qui sera la base d’'une détermination améliorééAdiitlide de CulminatiorHgaicuim
d’une fusée (c-a-d l'altitude mesurée au-dessu@aliiéude de Fin de Propulsion) selon
la formule analytique classique :
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Formule (2)
HBaICuIm— Ya DBaI{ Ln [(1 FmPro )]

expression ou :
Dgq est la Distance Balistique, définie comme l'ineeds!
coefficient balistique du Vol de la Fusée (a savBig, =

M . : L
Vs pequiv SCx)’ pequiv €tant la Masse Volumique Aérienne

Equivalente donnée par le graphe ci-dessus,
Vrinprop€St la Vitesse de Fin de Propulsion de la fusée,
etg l'accélération de la pesanteur.

CONCLUSION :

Nous avons dégagé une loi donnant la Masse Volweriguivalente de I'air
traversé par les fusées a feu animées de Vitedsm die Propulsion allant de25a
300 m/s

Cette loi nous semble suffisamment précise poustitaer un progres dans le
calcul analytique de I'Altitude de Culmination.

Pour les vitesses inférieures (propres aux fuséasanous avons échoué a
dégager avec suffisamment de certitude une loi @mentype, bien qu’on puisse penser
gu’'une loi du méme type serait pertinente...

Néanmoins les altitudes atteintes par cette cattderfusées sont telles que la
variation de la Masse Volumique de l'air a trés genfluence sur leur Altitude de
Culmination. C’est pour ces fusées que notre retigeétait la moins utile...

Bernard deso MARS |
le 04/04/2008

(voir les notes de fin de texte ci-dessous)

Abaqgues donnant la Distance Balistique d’'un mobilen fonction de sa Masse
Balistigue et de son Diamétre :

Rappelons que la Distance Balistique d'un projegiéut étre définie soit :

- comme l'inverse du coefficient balistique du Volldd-usée , a savoir :
M
Dsal = Yap SCX
- comme la distance qu’il faudrait a la fusée pour sa vitesse divisée par
e = 2,718base des logarithme népérien) sous I'action delde trainée atmosphérique
(sans effet de la gravité, a 'occasion d’un tiribontal, par exemple, ou dans une bulle
d’atmosphere en orbite)
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Ces abaques ont donc été établis a partir deraufation de Distance
Balistique d’un projectile ci-dessus. Pour le prengbaque, nous nous sommes basés
sur une Masse Volumique Aérienneld@25K g/ntau point de propulsion ainsi que
sur unCx de la fusée d6,4 (référencé a la section frontale de son ogive

Si unCx ou une Masse Volumique différent est choisi, ot piéterminer la
Distance Balistique par le simple jeu des propa#gio

Pour obtenir la Distance Balistique d’'une fusésuiffit de reporter sa Masse
Balistique (encore appelée Masse a Vide ou a $®ed¢a sourbe correspondant a son
diamétre et de lire sa Masse Balistique en regartiaxe vertical. A titre d’exemple, la
construction rouge prédit a une fuséeld€g et40 mmde diametre une Distance
Balistique de3250 m(ceci pour urCx type de0,4). Pour unCx quelconque nommé
CXqq , Sa Distance Balistique serait 3250 m*0,4/Cxq >*:

Distance Balistique
selon Masse Balistique et Diamétre
5000 Diamétre
4500 - _
4000 - 0.03
E 3500 |
o ——0,04
& 3000 -
o 0,05
g 2500 +
) 0,06
o 2000 -
IS
% 1500 - / 0,07
a
1000 - | %/// —0,08
0 ‘ 0,1
0 0,5 1 15 2
Masse Balistique (kg)

0|l convient de prendre ici le diamétre de la sectiyant présidé a la détermination du Cx de
la fusée, quelle que soit cette section. Voir awget notre texte Pe Cx des fusées

1 Et méme jeu de proportions pour une autre Massenvique Aérienne de Fin de
Propulsion.
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Pour des fusées de type microfusées ou fusées areaoom sur les Masses
Balistiques plus faibles est davantage parlantpatisi les Distances Balistiques sont
exprimées sur une échelle logarithmique :

Distance Balistique
selon Masse Balistique et Diametre
10000 o
Diamétre
(m)
[ o —0,02
| ]
1000 E—— e —
| T LT T T | | —0,03
/ / //
£ T T — 0,04
z e | 0,05
2 %%’//
3 === | | 0,06
§ 10 0,07
[
Q ——0,08
a ;
1 ’ o= ——0,09
—01
0
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14
Masse Balistique (kg)

La construction rouge prédit par exemple a unesfaséau dé40 get 80 mm
de diameétre une Distance balistique d’un peu p&E0® m(pour unCx de0,4).

L’échelle logarithmique des ordonnées facilite kkairs une adaptation
eventuelle de la Distance Balistique en fonctiorCau Pour unCx de0,3au lieu du
0,4 ayant présidé a I'établissement de ces courb&istance Balistique lue doit étre
augmentée d’'une valeur correspondant au segmentlalie représenté au-dessus de la
Masse Balistiqué, 1

Pour unCx de0,5, la Distance balistique doit étre diminuée d’'uakeur
correspondant au segment rouge placé a coté dwlbiet? .

Note sur I'établissement de formules de la Masse Wonique atmosphérigue

A) : Colonne d’air isotherme

On peut assez facilement proposer une premieckdweolution de la Masse
Volumique de I‘air en fonction de I'altitude :

Considérons en effet une colonne d’air d’'une temaipee uniforme et soumise
& une gravité constant® .

*2 L a hauteur de ces segments n’est pas tout &afaiéne, les pourcentages sépaBaBitle
0,4et0,4de0,5n’étant pas les mémes...

%3 Le champ de pesanteur ne varie que faiblementhoamprend de I'altitude ; ainsi aux
altitudes ou naviguent les satellites, le champet@nteur n’est diminué que de quelques centiemes.
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Cette colonne d’air définie, imaginons
momentanément que c’est une colonne d’eau
soumise également a une gravité constante. On se
souvient qu’en plongée aquatique la pression de
I'eau diminue d’enviror®81 hPalorsque I'on
remonte dd.0 mdans de I'eau douce (ce qui fait
a peu pres une "atmosphere” tous les dix métres).
Le taux de variation de la Pression est donc de
- 98,1 hPapar metre lorsque I'on monte.

dz

En notation littérale, on a alors la
relation linéaire :

d
z ~98,1 hPa = = —peag

(en effet, cette variation de pression est
due a la variation de poids de la colonne d’eau
PeauSdz sur la surfac& de la colonne)

On observe dans cette formule la
Schéma de la colonne d’air  présence dg: elle est due au fait que la pression
de I'eau est un effet du champ de gravité terrestre

La présence dg.auest également
naturelle puisque, par exemple, une plongée dans
une cuve de plomb fondu (densitd 3
produirait, a profondeur égale, une presditn
fois plus forte qu’une plongée dans I'eau.

(Pa: 0n)

S

A contrario, dans une bulle d’eau (ou de plomb tgrehtellisée autour de notre
planete, aussi grande que soit cette bulle, oelegarait aucune pression sur les tympans des
plongeurs.

Revenons a présent a notre colonne d’air : De laerfdcon que dans 'eau, le taux
d’évolution de la pression de I'aelon l'altitude est :

dp _

4z = P9 (étantla Masse Volumique de I'air, que 'on saitiale®*)

C’est a dire que lorsque I'on passe, dans une neldfair, de I'élément de volume
de hauteudz a I'élément qui lui est supérieur, la pressioralecse voit diminuer de :

dp=-pgdz.

% ce qui n’est guére le cas de I'eau.
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Or dans un gaz parfagotherme(c-a-d dont chaque particule est a la méme
température), la Masse Volumique est proportioergella Pression Absolue. Pression
Absolue et Masse Volumique respectent ainsi la loi

g = Constante

En particulier, pour la Masse Volumique et la Pas#bsolue régnant au sol :

p Po
= Constante=
p Po

...ce qui implique :

b

p=pop0

On peut donc écrire, pp etpo sont la Pression Absolue et la Masse Volumique a
I'altitude zéro :

b

pog dz

dp =—po

...ou, bien sir si I'on pratique (en vue de l'intégm) la séparation des variables. :

dp _ po

D pog dz

Les deux membres de cette derniere égalité étajuuis égaux (par
définition), leurs sommations sur un intervalle dérseront également égales. On peut
donc écrire, pour l'intervalle de hauteur allaniOdeh :

J.ohdeg= —J.oh%g dz

L'intégration du membre de gauche produit un Iapane, celle du membre de
droite allant de soi. On est donc conduit a :

h h
[Ln(p)]o = —%)g [h] 0
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Apres mise en pratique des propriétés fondamerdalésgarithme, on
obtient :

Ph), _ pod
Ln( po)__poh

...Ce qui revient a écrire :

_ _pg .\ _ (-h/Po )
Pey = Po Exp(—"5 "h) = pp € 5 o
Si I'on donne &y sa valeur moyenne de225 Kg/M® , ag sa valeur classique
de 9,81 m/s%t aP, sa valeur moyenne d®13 hPa on obtient 'expression classique
de la pression d’'une atmosphere isotherme seltiute :

(~h/8430)

P =po €

De cette pression, on peut tirer la Masse Volumique en isotherme, est
proportionnelle a la pression :

(- h / 8430)
Pt = Po €

Notons d’ailleurs que nous avons figé, au momernadeéation du quotient
843(Q I'une des valeurs da, alors que cette pression atmosphérique absalyged de
la colonne d’airvarie selon les conditions météorologiques. ditézalité reste a
justifier...

Au vu des courbes que nous avons présentées, asasdadmettre que
I'expression ci-dessus n’est pas conforme a latéé&ln effet la température de l'air
diminuant avec l'altitude, on observe une dendiicade I'air et donc une
augmentation progressive de sa Masse Volumique.

Nous avons cependant vu vers le début du texteauiger le coefficient

8430en9700rapproche de facon satisfaisante la formulatiggoagntielle isotherme
de la réalité.

Suit, ci-dessous, une méthode permettant d’étatathématiquement une loi
non isothermele I'évolution de la Masse Volumique avec l'altieu

B) :Colonne d’air “‘gaz parfait”
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Des sondages altimétriques ont permis de fixenafeur moyenne de la
diminution de la température avec l'altitude. Eéeproduit au taux (moyen) de
- 6,5 K par Km.

Si la température de I'air diminue avec l'altitude, ne peut plus poser notre
équation isothermique :

b

pogdz

dp =po

...equation qui était fondée sur une Masse Volumjue air a température

constante et valant de ce fpit po & .
Il faut en revenir a I'expression plus généraléadelasse Volumique des gaz

parfaits :

_pM
P=RT
expression ou :
M la Masse Molaire de I'air
R la Constante Universelle des gaz parfaits
T la Température Absolue de l'air
p sa Pression (absolégalement)

Cette expression exprime que la Masse Volumique dar parfait est

proportionnelle a sa Pression et inversement ptigmmelle a sa Température absolue.

Le constat d’évolution de la pression avec I'Aldieu:

dp=pgdz

...est toujours valable ; mais il doit étre transférem :

pM

M
dszngz

Cette égalité peut étre réécrite sous la forme :

dp

M
o = RT Y02

A ce stade de la réflexion, le besoin se fait éviaent d’exprimer la
Températurd selon l'altitudez .

Impr. : 08/04/2008 10:40 Modif. :08/04/2008 1M:4



Masse Volumique Equivalente, p &5

Or, nous le disions a l'instant, on connait lad@volution de cette
température selon I'altitude grace aux sondagesnétliques. Cette loi est :

T=To 6,5 21000 >°

L’équation différentielle en devient :

dp _ Mg
p ~ R(To— 6,521000)

dz

Cette égalité étant valable sur 'ensemble dewid#s, il y a aussi égalité entre
les intégrales réalisées sur l'intervalledgh :

J.hdj‘ .[h Mg dz
0 p T~ JOR(T,- 6,52/1000)

L’intégrale de gauche évoque toujours un logaritiméeérien. Celle de droite
parait plus complexe, du fait que son dénominatstutres chargé. Mais elle fait partie
des intégrales remarquabP8s Elle résulte également en un logarithme.

L’intégration produit donc :

h M 1 h
[Lne)]o = "Rrgz[Ln (To-6,522000]

Les propriétés de la fonction logarithme permettdoits d’écrire :

6,5h \(Mg/65R)
p=po (1 ‘1000T0)

%5 Evolution linéaire au taux d&5 K par 1000 ma partir de la températuiie existanta
I'altitude de référence.

%% Dés lors que I'on songe qde(R(Tq— 6,5 Z1000)vaut, & un facteur prédz, on comprend
que l'intégration va donner également un logaritlpaechangement de variable.
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Les valeurs numériques 8k, g etR conferent la valeus,255a I'exposant.
On obtient donc I'équation d’évolution de la Preashbsolue de I'air en fonction de
I'Altitude :

6,5h 5255
Py = Po (1 1 ooo'ro)

expression ou :

P est la Pression Absolue de l'air a I'altitude

Po etTo la Pression Absolue et la Température Absolue de
I'air & l'origine des altitudes (a = 0, donc),

6,5 un taux moyen d’évolution de la température avec
I'altitude, enK/Km,

h est I'altitude erm

To est la température a I'origine des altitudes,

5,255un exposant lié a ce taux moyen.

Mais ce qui nous intéresse est plus particulierémaekasse Volumique de
I'air. On doit & nouveau faire usage de la loi famegintale des gaz parfaits :
_pM
P=RT

...et ceci en utilisant la pressiprétablie au stade :

6,5h \(Mg/65R)
pov=po (1 _1OOOT0)

Apres expression dE selon sa loi linéaire déduite des sondages altiqueéts,
il vient naturellement :

6,5h \(Mg/65R)-1
ot =00 (1 ~3007; )
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CommeM la Masse Molaire de 'aig I'accélération de la gravité sur Terre et
R la Constante Universelle des gaz parfaits somiesia loi d’évolution de la Masse
Volumique de I'air en fonction de I'altitude estran

6,5h 4,255
e = po 2 ~1000T )

expression ou :

p(n est la Masse Volumique de I'air a 'altitutig

po etTo la Masse Volumique et la Température Absolue de
I'air a I'origine des altitudes (& = 0, donc),

6,5le taux moyen d’évolution de la température avec
I'altitude mesuré par les sondages altimétriqées K par1000
m),

4,255un exposant lié a ce taux moyen.

NOTE SUR L'INTEGRATION DU MOUVEMENT PUREMENT A ERIEN
D'UN MOBILE :

Il peut sembler intéressant d’étudier la projectiam mobile dans le cas ou la
gravité est considérée comme n'’intervenant pluspeut espérer alors se servir de cette
étude pour approcher le mouvement de mobile ddditgle Distance Balistique
(comme une plume, par exemple) projeté a une oertaiesse.

Si I'on se rappelle que la montée vers la culmarat’un projectile n’est rien
d’autre que la dissipation compléte de son cagéalitesse initiale (ou de Projection,
ou de Fin de propulsion) sous l'action de la g&adiune part et d’autre part par le
freinage atmosphérique, il est assez aisé de ealleupart de dissipation qui est due a
chacun des deux phénomenes :

Au cours de la montée a Culmination, la perte tkssse due a la gravité sera
gT (siT est le temps de montée a Culmination).

Comme le capital de vitesse a dissiper est la $éitele Fin de Propulsion
VEinprop, 1@ perte de vitesse due a la Trainée atmospleéeisuie complément, a savoir :

Pertes de vitesse par Trainée =Mprop-gT

En conséquence, la Fraction de Perte de Vitessestjdue a la dissipation
atmosphérique est :

. . ~ - VFinpProp-gT
Fraction de perte de vitesse par Trainée —F\';zrop
inProp
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Comme le Temps de montée a Culminafiose fait minime pour les faibles
Distances Balistique (une plume jetée en l'airiattiges vite sa culmination), la
Fraction de la Perte de Vitesse par Trainée s'appralors de l'unité.

Cette primordialité de la dissipation atmosphérigpparait donc comme une
incitation a étudier le mouvement du projectilenégligeant I'action de la gravité.

Nous déclinerons cette étude en deux modes : le moda Masse Volumique
de l'air traversé par le mobile est considérée cemaonstante et le mode ou cette méme
Masse Volumique diminue avec l'altitude :

A : Mouvement purement aérien a Masse Volumigue diair constante :

L’équation différentielle décrivant la course dulriie est :

_dv_ % QSCXV2
Yo dt T M

Il est ici salutaire de se souvenir que la viteggeeut également s’interpréter
comme le quotierdz / dt. Ce qui nous autorise a écrire :

L’introduction de cette écriture di dans I'équation différentielle du
mouvement donne :

VdV % pSCx
dz = M

V2
Ce qu’on peut aussi présenter de fagon a ce qukeilesvariableg etV soient
sépareées :

M dv

dz=-3,0sCx vV

On peut reconnaitre dans le quotient qui suitgaeesigal notre fameuse
Distance Balistiqu®g,. L'égalité peut alors s’écrire :

av
dz= - I%alv
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Cette égalité étant valable a chaque instantgljration de ses deux membres
est licite :
h Vv dVv
I dz= - [ Deary”
0 VFinProp

Une telle intégration ne présente pas de diffisuligle produit I'égalité :
VFinProp

[]o = — osa[ LV ]

La mise aux bornes de cette intégration donne, diien

V
h= —DsyLn [WJ

Réciproguement, la vitesse peut s’exprimer sotfsriae :

V= VFinProp EXD[__B:]

On retrouve d’ailleurs ici la définition de la Dasice Balistique : La Distance
Balistigue d’un projectile est la distance au caigdaquelle ce projectile verra sa
vitesse divisée pa, base des logarithmes népériens a I'occasioredojection non
soumise a la gravit® .

Ces résultats encadrés prouvent tous deux égalemembrsque la vitesse
tend vers zéro, la distance parcourue (on ne EEudproprement parler d’altitude
puisque la gravité est exclue de cette réflexienjitvers l'infini.

Une intégration de la vitesse par rapport au teespggalement possible a
partir de I'équation différentielle que nous avpasée en premier, a savoir :

_dV __ %pSCx,
T=dt =7 M

" Que cette gravité soit compensée du fait d’unellistion (bulle d’atmosphére en orbite),
compensée par la poussée d’Archiméde (mobiles mawisy, dirigeables aériens), compensée par une
réaction du sol (train sur voie horizontale ou rf@be déplacant sur un lac gelé) ou négligée dualéalia
modicité de son action (tir d'obus ou de rockeharizontale)...
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On peut en effet en tirer :

M dv

dt=-, pscx V2

soit, comme nous en avons pris I'habitude :

dv
dt=- DBaIW

L’intégration de cette égalité produit simplement :

1 1
t=- DBaI [VFinProp_V(t)]

...de quelle relation on peut tirer :

Vi = VFinProp t VEinpro

...qui indique sans équivoque qu’il faut un tempgninbour annuler la vitesse
du mobile.

B :Mouvement purement aérien a Masse Volumiqgue dédir variable :

L’équation différentielle décrivant la course dulriie devient :

_dV _ %puSCx,
T=dt =~ M

Notons que malgré I'absence de gravité, nous cérmid que l'air se raréfie
avec l'altitude(alors que cette raréfaction , egueur sur notre planéte, est
principalement due a la gravité qui écrase leslwesinférieures d’air sous le poids des
couches supérieure®).

Comme dans la précédente étude, nous allons utdismetation :
dz

dt:V

Elle nous permet d’écrire :

%8 Bien s(r, le nuage de matiére d’'une nébuleusaupatdns I'espace génére lui-méme une
gravité (c’'est ce qui a imposé le regroupementdadtiére, au début des temps, regroupement qaiéa c
étoiles et systemes planétaires)...
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VdV _ %p SCx
dz =~ M

V2
Ce qu’on peut aussi présenter de cette fagon :

dz= M _adv
P@YZ =", 5cx v

Adoptons comme loi d’évolution de la Masse Volunagle I'air une loi
exponentielle de type :

z
p(2) = po €xp(=)
loi ol ppest la Masse Volumique a 'origine des altitudessgua pour

nous I'Altitude de la Fin de Propulsion
k est I'altitude de référence présidant a I'évolatexponentielle de la

Masse Volumique de I'air (on peut prendétre 9700 n)

Notre équation différentielle est maintenant cortgjeous avons méme reussi
a séparer les deux variables :

z M dVv
Po EXp(= ) dz == "5y

po, la Masse Volumique de Fin de Propulsion gagregandre sa place
classique sous M :

z M dv
Exp(=}) 4z == "sex v

...car est recomposée ainsi la Distance Balistiquedbile a I'Altitude de Fin
de Propulsion :

yA av
EXp(—E) dz = - Dsalv

Réalisons l'intégration de I'évolution simultanéz @ks deux variables :

h V
z dv
-[0 EXp(—E) dz = J VFinProp DBalV

h \%
- k[ Exp(—é)] 0o~ Dgal [an] VFinProp

La mise aux bornedonne :
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k[Exp(—E) 1] =Dga [Ln ﬁ]

L’observation de ce résultat ne laisse pas de soymendre : Il impose en
effet une limite a la diminution de la vitesse arganée/ !

De fait, lorsque la position du mobile tend vers l'infini, 'exponentielle tend
vers zéro (la Masse Volumique de I'air devenantendt le membre de gauche de
I'égalité tend vers- k : Ceci revient a dire que le logarithme de droiegpeut prendre
une valeur inférieure ak/Dgy) !

Autant dire que la vitesse doit rester supérieuraexcertaine valeur :

-k
V> VFinProp EXD(Q)

expression ou :
Vrinprop€St la vitesse initiale de projection
k est I'altitude de référence présidant a I'évolatexponentielle de la
Masse Volumique de I'air (on peut pren@&0 n)
Dga est la Distance Balistique du mobile & I'instanitial >°

Cette vitesse résiduelf®est donc celle qui anime encore le mobile lorsqu’i
arrive aux frontiéres de I'infini au terme de ceumement idéal non soumis a la gravité
dans une atmosphére de Masse Volumique régie pdouexponentielle d’évolution
en fonction de la distance au point de départ.

Puisque jamais la vitesse du mobile n’est ann@ggque donc il n’y a jamais
de culmination ou de fin a la progression dangBeg), on ne peut aucunement
concevoir de Masse Volumique Equivalente :

Ces résultats propres au mouvement purement agtegdisent de dégager
une guelconque Masse Volumique Equivalente detrairersé.

Cette étude du mouvement purement aérien ne ndeglanc en rien a
analyser la partie gauche de nos courbes (corrdapbaux tres faibles Distances
Balistiques).

%9 c’est & dire sa Distance Balistique calculée d&ddasse Volumique de I'air au point de Fin
de Propulsion.
% On pourrait la nommer aéro-cosmique !
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Note sur I'existence d’'une asymptot@naériennede l'altitude de Masse Volumique
Equivalente :

Il peut étre tentant de chercher une asymptoteatties droites des courbes
de l'altitude de Masse Volumique Equivalente (exi@e en % de I'Altitude de
Culmination). En effet, dans cette partie drois, Distances Balistiques devenant trés
importantes (mobiles extrémement pénétrants)eladge atmosphérique se fait de
moins en moins sentir.

Il est alors envisageable de reprendre le calcld déasse Volumique
Aérienne Equivalente en se basant sur une loitdesg ou I'air n’interviendrait plus,
c-a-d une loi de vitesse du ty{@) = Vrinprop— Ot .

Il s’agit bien d’'une conjecturguisque I'on va étudier I'évolution d’'un
parametre (celle de la Masse Volumique selontial@#) en considérant que cette
évolution n’a pas d'effet sur le reste du phénonm{@onéqu’on adopte comme loi de
vitesse une loi essentiellement gravitaire de typegt) : on suppose donc encore icCi
gue la Masse Volumique de l'air n’est plus causé&eieage mais gu’elle est quand-
mémevisitée..

Or nous savons que, le freinage atmosphériquasamtaplus faible en altitude
(par raréfaction de I'air) la loi de vitesse dujpotile s’en trouve modifiée.

Notre conjecture consiste donc a poser que pouiudéss extrémement
pénétrantes (possédant une Distance Balistiqugra@sle), la loi de vitesse ne dépend
plus de ces Distances Balistiques.

L’évolution de la Masse Volumique selon l'altituéant représentée par une
régression linéaire, on peut tenter de calculbilén des pertes de vitesser la totalité
de la phase balistique montante.

Ce bilan des pertes de vitesse sur la totalit@ gadse balistique est :

T 1 T
. op()SCX
Pertes de vitesses =Mprop= Io —22%')— V2 dt +Io gdt ©

Comme précédemment, seule la premiére intégrale intéresse (la deuxieme
produira classiquemeqg).

Puisqu’une loi de vitessaérienné”? etessentiellement gravitairest
adoptée, la vitesse instantawvesgécrira :

®1 1] s'agit de l'intégration de I'accélération deflesée sur l'intervalle de temps de son vol
balistique, a savoir de 0 a T. Cette accélératibree a deux forces : la Trainée et le Poids...

2 0sons ce mot . Il tend & signifier que le mouverserproduit en I'absence d’air. On devrait
d’ailleurs dire “en I'absence de toute atmospheiea-d dans le vide, mais la construction d’'urt mo
pour signifier cette état de choses est plus défic
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V= VFinProp— gt.

...0u plutét, si 'on se souvient que le déplacentznmobile se fait en
I'absence d’air :

v =gT-gt. (T étant la durée de la montée a culmination)

En effet, la symétrie (d’altitude et de vitesse)al&ajectoireanaériennead’un
caillou qui culmine avant de retomber au sol namémore que la vitesse initiale
VEnrrop€St €gale gT (9T étant symeétriquement la vitesse de chute a duacbavec le
sol).

Adoptons pour la définition de la Masse Volumiqed'dir la régression
linéaire :

Pt = po—ah

...po étant la Masse Volumique Aérienne a l'instantahiéta un coefficient
positif.

La loi de vitess@naériennajue nous avons adoptée impose également :
h = Veinpropt — %2 g

ou encore :

h=gTt—%gt

Nous possédons donc une rédaction de la Masse Vplemérienne en
fonction du temps :

pmy =po—a(@Tt—%gd

Le bilan des pertes de vitesse par Trainée peut g@mdre la forme :

IT%Stho—a@Ttﬂbgﬂ]
0 M

(gT—gt) 2 dt
soit :

1SCx [
o Jo [po-at@Tt-2 g¥]@T- gy at

Ce travail d’intégration peut apparaitre commeidigstx, mais il ne présente
pas de difficultés.
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Son résultat (le bilan des pertes de vitesses ppénde) devra étre compare au
méme bilan basé sur la Masse Volumique Equivalgmitest , par définition :

T155Cx
= Péqui\J.O M V2 dt

...Soit encore :

T 1
LSCX
= PéquiJO ZT (9T — gtf dt

Apres beaucoup de simplifications, et apres awmiomnu dans la cohorte des
termes la Masse Volumique Aérienne a la culmination

pr) = po— Y2agT

...on est conduit au résultat suivant :

L'altitude a laquelle une fusée régie par une videsseanaérienneencontre sa
Masse Volumique Aérienne Equivalente est 2(K™ (40 %) de son altitude de
culmination

...et ceci quelle que soit la valeur qu'on allouecasfficienta de la
linéarisation de la Masse Volumique de I'air trapéer

Cette insensibilité au coefficient de linéarisatiomst évidemment tres
satisfaisante...

Ce pourcentage d’altitude de 40% pourrait donc ttiies une asymptote a
I'ensemble des courbes dans leur partie droiteespondant aux trés fortes Distances
Balistiques...

Mais, accessoirement, le fait que de nombreusegdifications interviennent
vers la fin de ce dernier calc@f doit nous mettre la puce a l'oreille : il existe
probablement un choix de variable qui simplifiel@ntrée la rédaction du bilan de
pertes de vitesse par Trainée.

Effectivement, si I'on s’appuie sur le fait quetlajectoire anaérienne du
mobile est parfaitement symétrique, il appara# qite :

—>prendre comme point initial le point de culmination

—>s’intéresser a la partie descendante de la phdisédse

...simplifie beaucoup la rédaction.

83 _..calcul que nous avons épargné au lecteur maisoue'engageons a reprendre a son
compte.
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L’altitude du mobile lors de sa redesceast alors comptée depuis ce point de
culmination, positivement vers le bas. Elle s’ébrén sar :

h=1%gt

De méme la vitesse commence a croitre a partiéaeselon la lov = gt , du
moins sit est le temps de redescente, c-a-d le temps canyaéir de la culmination.

La Masse Volumique Aérienne augmente avec le tdpyisque I'on chute)
selon I'équation linéaire :

Pzpculm"'ah

Il ressort de la valeur deque cette méme Masse Volumique est :

P =Pcum+ Y2 agtz

Le bilan des pertes de vitesse est lié a la vitessantanée et a la Masse
Volumigue que I'on vient de définir ; ce bilan g#aconc :

T1SCx +%a
f, £ ["°“h'}}“ L e

Cette intégration en Masse Volumique variable bera sir a comparer a celle
effectuée sur la base d’'une Masse Volumique Aéedtruivalente, a savoir :
T
%SCx

Pertes par TrainéEpéquiJo Ve (gt)* dt =

~ La comparaison des deux intégrations conduit éssdement a cette valeur
de2/5°™ (40 %) de I'Altitude de Culminatiofi” .

% Ce pourcentage est toujours indépendant de lavaigon alloue au coefficiertde la
linéarisation de la Masse Volumique de I'air trapéer
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Rappelons que, interrogé au sujet a ce sujet égddrtes Distances balistiques
(de2000a100 000 n, notre tableau de calcul Pas a Pas nous a destieédamille de
courbes :

% de I'Altitude de Culmination Analytique (selon p Fin Prop)
ou la fusée rencontre son p équivalent

0,
110% % HBalCulm p équiv 350
. _
= 100% - % HBalCulm p équiv 325
8_ / % HBalCulm p équiv 300
S & 90% % HBalCulm p équiv 275
E g 80% / % HBalCulm p équiv 250
g a / % HBalCulm p équiv 225
3 S 70% % HBalCulm p équiv 200
2 g / % HBalCulm p équiv 175
0,
K o 60% / % HBalCulm p équiv 150
g é 50% % HBalCulm p équiv 125
< %\ % HBalCulm p équiv 100
X < 40% - % HBalCulm p équiv 75

% HBalCulm p équiv 50

30% 1 T T T T

2000 22000 42000 62000 82000
Distance Balistique (m)

Nous avons expliqué pourquoi il faut exclure deeoéflexion les courbes
vertes. Mais les courbes inférieures (fortes vésske projection) ne semble pas vouloir
se rapprocher de¥) % définis a I'instant...

Ce désaccord entre le calcul analytique et le tBlas a Pas est intriguant...

Il ne peut étre exclu qu’il soit di a la concadéla courbe de la Masse

Volumique Aérienne en fonction de l'altitude, covié@ que nous n’avons pas prise en
compte dans notre régression linéaleccette Masse Volumique.
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L’intégration effectuée ci-dessus est donc a refair partant, par exemple,
pour la valeur de la Masse Volumique, d'une régoasgarabolique type comme celle
gue nous avons déja présentée et qui est illustEessous :

Régression parabolique de la Masse Volumique selon I'altitude
13
1,2
—Rho
Exponentiel

1,1 Corrigé
[}
3
g 1
E
=]
S
>
o 09
7
©
s

08 1 —— Parabolique

6000m
0,7
0,6 : : : : :
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Altitude (m)

Cette régression est :

pr = 0,66 + 4,7 18h2 — 6,6 1Ch
ouh est la hauteur de retombée de@60 m

Elle est ici calée sur la valeur de la Masse VotpuraiAérienne &000 m

altitude que n’atteint pas la fusée de Vitesseidel& propulsion d850 m/set de
Distance Balistiqua 00 000 nt>

D’une fagon générale, cependant, la régressiopasa étre explicitée
numeériqguement. On peut la manipuler sous la forttédle classique :

pr) = ah? + bh + peum

h étant la hauteur de retombée depuis I'apogéenerigs altitudes et
point ou la Masse Volumique Aérienne v@lfim .

% Notre tableau la projéte & 5942 m alors que stitude de Culmination Analytique (basée
sur une Masse Volumique de Fin de Propulsion) @shée pour 5883.

Impr. : 08/04/2008 10:40 Modif. :08/04/2008 1M:4



Masse Volumique Equivalente, p /859

En nous intéressant, comme précédemment, au mouavelmeetombée depuis
le point de culmination, nous pouvons rédiger larbtes Pertes par Trainée :

Ty, h2 + bh
J‘O 2SCx[a +b +pcu|m] V2t

M
avec bien sr, comme précédemntent’z gt2etV = gt.

Ce bilan des Pertes par Trainégesariable étant a comparer avec le méme
bilan établi pour une Masse Volumique Aérienne Egleinte (et donc constante) :

IT YapeaunSCX 5
0 M V- dt

Cette comparaison conduit a la détermination daltizide de Masse
Volumique Aérienne Equivalente dépenddatla Hauteur de Culmination purement
gravitaire¥s g T2 ®

Comme cette Hauteur de Culmination purement gria&ita g T2s’écrit
également’AVrinprop?/g , I'altitude dep equivalent se trouve dépendre de la Vitesse de
Fin de Propulsion.

Cependant I'influence de ladite Vitesse de Fin dgp®&Ision est assez faible,
ainsi que le montre le graphique suivant :

Influence de HCulm sur l'altitude de  p équivalent
dans une loi de vitesse purement gravitaire

40,0%
39,8% A
39,6%
39,4% A
39,2%
39,0% -
38,8%
38,6%
38,4%
38,2% -
38,0%
37,8%

Altitude de péquivalent
en % Hculm

100 150 200 250 300 350

Vitesse de Projection

% Cette solution passe par la résolution d’une éguiaimple du second degré. L'une des deux
racines en est exclue comme physiquement inadr@ggilte produit des altitudes de Masse Volumique
Equivalente supérieur a 300 % de I'Altitude de Quobtion)...
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On remarque que pour les petites vitesses de pimjget donc les faibles
Altitudes de Culmination) le pourcentage d’altitudtkeculmination auquel la fusée
rencontre sop équivalent est assez proche dé96 dégageés a l'aide de la régression
linéaire : il est logique de penser que pour cédsea performances en altitude la
concavité de la courbe de régression paraboliquse i@t pas encore sentir.

Lorsque la vitesse de projection et donc les perdmices en hauteur
augmentent’, I'altitude ol une fusée de trés forte DistanedisBique rencontre sa
Masse Volumique Aérienne Equivalente devient apsezhe de8 % de I'altitude de
culmination purement gravitaire (calculée setbr (Vrinprop?/0).

La dissonance entre les résultats de notre tabBlaawa Pas et ces réflexions
mathématiques reste donc toujours inexpliquée.

Peut-étre est-elle due simplement a I'irrecevabdié nos conjectures sur
I'existence d’'une asymptosmaérienne..

Peut-étre également est-elle due au fait que naussaransformé la Masse
Volumique Equivalente en pourcentage d’AltitudeQigmination sur la base de
I'Altitude de Culmination purement gravitaire alayg’une référence a I'Altitude de
Culminationaérogravitairebanale aurait été préférable...

Note sur laTransportabilitéde la formulation exponentielle de la Masse Volurgue
de 'air en fonction de I'altitude :

Nous avons utilisé pour un certain nombre de calleuteprésentation
exponentiellede la Masse Volumique Aérienne selon l'altitude.

Cette représentation exponentielle possede laigtégres intéressante d’étre
transportable en altitudet en particulier a I'Altitude de Fin de Propulsio

Expliquons-nous :

Reprenons la formule exponentielle (4) que nousisgouvent utilisée dans
les cellules de notre tableur :

-z
P@) = Po Exp( 9700)
...avecz l'altitude au-dessus du point ou la Masse Volumigaetpg

%7 La plage de Vitesse de Projection de ce graphingste 4350 m/s vitesse déja justiciable
de considérations transsoniques...
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Considérons qupy est la Masse Volumique Aérienne au sol, c-addoied de
la rampe de lancement ou du Pas de®firPour plus de clarté notonsplg. La
formule exponentielle s’écrit alors :

—Z
P = Psol EXp(g700)

(pourz = 0on observe donc bign; = 0)= psol )

Calculons sur cette base la Masse Volumique ded’8altitude de Fin de
Propulsion. Ce sera :

PFinProp= PSol Exp( Q;mOP(;o )

Ceci est une chose.

Calculons maintenant la Masse Volumique de l'aicaurs de la phase
Balistique qui va suivre I'extinction du moteur (rsonoteroné l'altitude de la fusée
au-dessusglu point de Fin de Propulsion) :

L'altitude z au-dessus du sebt(Hginprop+ h). DoNc :

—(HEinpropt )
P(h) = Psol EXP( 3%00 )

Les propriétés de la fonction exponentielle nousneétent d’écrire :

—He —h
Py = Psal EXP(—g700 ") *EXP( 5700)

—HFi . . L
Or psol Exp(ﬁp) n’est rien d’autre que la Masse Volumique Aérieane

point de Fin de Propulsion ... On peut donc affirmer

—h
P = Prinprop EXP(g700)

h étant I'altitude au-dessus du Point de Fin de Asipmu..

L’équation exponentielle de la Masse Volumique’dig possede donc la
propriété d'étre transportabéel point que I'on désire comme origine des alégjc

88 C’est ce qui est fait implicitement, en général.
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condition évidemment de prendre comme référenbéaksse Volumique Aérienne a ce
point.

Cette transportabilité est une propriété particalae la fonction
exponentielle...

Nous n’avons pu démontrer mathématiquement la ntéansportabilité pour
les autres formulations possibles de la Masse Vigjuende I'air®® . Néanmoins,
comme ces autres formulations dessinent des cotrdseproches de celle de la
formulation exponentielle, il est admissible desidérer qu’elles sont pareillement
transportables en altitude ; mais ceci a certainasitions qu'’il conviendrait de
découvrir (les coefficients de ces formulationsatg\sans doute s’adapter a ce
transport)...
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LE VOL DE LA FUSEE de Gil Denis, document Planéte-Sciences :

http://www.planete-
sciences.org/espace/basedoc/public/index.php/Volad&is¥%C3%A9e%2C_stabilit%C3%A9_et performances

Sur le vol balistique en général : notre texté :FUSEE EN VOL BALISTIQUE:

http://perso.numericable.fr/fbouquetbe63/gomarfiflsee _en_vol_balistigue7.doc

consultable a la page Physique de la fusée :

http://perso.numericable.fr/fbouguetbe63/gomars/physique.htm

du sitego Mars!.

http://perso.numericable.fr/fbouguetbe63/gomars/

Sur le probléme du choix de la surface de référdndéx :
notre texte LE CX DES FUSEES

http://perso.numericable.fr/fbouquetbe63/gomardicsees.doc

a la méme page Physique de la fusée du Site GO MARS |

Sur le calcul de la chute d’'un corps dans I'atmesphnotre texte :
Chute Aérienne d’'un Corps

http://perso.numericable.fr/foouquetbe63/gomardiehaerienne.doc

(méme pagehysique de la fusée)

% Cela devrait constituer un amusant probléme aigéér..
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Masse Volumique de I'atmosphére SUIKKIPEDIA :

http://fr.wikipedia.org/wiki/Formule_du_nivellemertiarom%C3%A9trique

CARACTERISTIQUE DE L’ATMOSPHERE ET MECANIQUE DU VOICahier
CNES - Planéte-Sciences, destiné aux ballonnistes)

http://association.pastel.free.fr/pastel/documenficiel/ballon/notes_technigue/caracteristigues oaphere+meca_vol_ballon.pdf

LOGICIELS :

MATHEMATICA : http://integrals.wolfram.com/index.|sp
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